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RESUMEN

Es necesario la matematica para entender lo que ocurre en el comportamiento de un
determinado objeto matematico, destacando los conjuntos abiertos, las funciones
continuas, espacios topoldgicos, homeomorfismos estudiados en calculo, analisis
matematico, y muy especial en la teoria de grafos la que, apoyandose en la topologia nos
sirve para generan ciertos modelos matematicos y dan origen a multiples y nuevas
aplicaciones en el mundo de las matematicas, asi como de la vida cotidiana, pues sus
variadas aplicaciones a problemas de la vida real, constituyen la base de la matematica
moderna, con multiples aplicaciones en las Ciencias e Ingenieria y areas afines.

La informacion obtenida es muy Util e importante, pues a partir de ella se tiene presente,
cuales, en donde y como se dan los contextos, significados, representaciones y
repercusiones al planificar y presentar el desarrollo del tema “Topologia y Teoria de
grafos en la vida cotidiana”, dado que todo este contexto se da en la modelacion de la
matematica que nos brindan la Topologia y la Teoria de grafos.

El objetivo del trabajo ha sido desarrollar topologia y teoria de grafos en la vida cotidiana
temas que, en la actualidad contituyen una tematica, interesante, importante y Util
aplicacion.

Palabras claves: Topologia, Grafos, Homeomorfismos, Espacios topologicos.



ABSTRACT

Mathematics is necessary to understand what happens in the behavior of a certain
mathematical object, highlighting open sets, continuous functions, topological spaces,
homeomorphisms studied in calculus, mathematical analysis, and very special in graph
theory, which, based on in topology, it helps us generate certain mathematical models and
give rise to multiple new applications in the world of mathematics, as well as in everyday
life, since its varied applications to real-life, problems constitute the basis of modern
mathematics, with multiple applications in Sciences and Engineering and related areas.
The information obtained is very useful and important, because from it is kept in mind
which, where and how the contexts, meanings, representations and repercussions occur
when planning and presenting the development of the topic “Topology and Graph Theory
in everyday life”, given that this entire context occurs in the modeling of mathematics
that Topology and Graph Theory provide us with.

The aim of the work has been to develop topology and graph theory in everyday life topics
that, at present contain a thematic, interesting, important and useful application

The aim of the work has been to develop topology and graph theory in everyday life topics
that, at present contain a thematic, interesting, important and useful application.

The aim of the work has been to develop topology and graph theory in everyday life topics
that, at present contain a thematic, interesting, important and useful application.

Keywords: Topology, Graphs, Homeomorphisms, Topological spaces.



I. INTRODUCCION

Se inicia el trabajo seleccionando los medios de evidencias que nos proporciona la
topologia, disciplina considerada como la mas joven de las ramas clasicas, de las
matematicas, cuya aparicion fue en el siglo XV1I, con el nombre de analisis de la posicién
o analysis situs, bajo este concepto podemos definir a la topologia como una rama de la
matematica que se ocupa del estudio de las propiedades intrinsecas de los objetos
matematicos o de aquellas propiedades de las figuras que permanecen invariantes,
cuando son plegadas, dilatadas, contraidas o deformadas, de modo que no aparezcan
nuevos puntos, o se hagan coincidir puntos diferentes.

[2] En topologia se trabajé con los mismos objetos que en geometria y en la teoria de
grafos, pero de modo distinto, en teoria de grafos, las distancias o los angulos no son
importantes, ni siquiera la alineacion de los puntos. En topologia, un circulo es
equivalente a una elipse; una bola no se distingue de un cubo; y se dice que la bola y el
cubo son objetos topoldgicamente equivalentes, porque se pasa de uno al otro mediante
una transformacion continua y reversible.

Asi mismo se ha hecho el estudio de los conjuntos abiertos, cerrados, aplicaciones
continuas, espacios topoldgicos, homeomorfismos, que sirvieron para dar los conceptos
bésicos de la Teoria de Grafos e incursionar en la modelacion matematica de la Teoria de
Grafos aplicados a la vida cotidiana, lo que fue muy util para la preparacion del trabajo
de investigacion que hemos realizando, el cual describe , identificar y analizar algunas
aplicaciones de la Teoria de grafos aplicados a la vida cotidiana extrapolando estos

conceptos al caso de una funcion

facR > RYF(X) = (£i(0)),Vi=12,.. mtalqenmeN,

X=X = Qx5 %) f G120, %) = (G, HX), o, (X))

Los resultados que se desprenden del presente trabajo los vemos reflejados en las
aplicaciones de otras ramas de las matematicas que sin duda son esenciales y estan ligados
habitualmente en muchos razonamientos de los cursos como el de geometria diferencial,
analisis, algebra, analisis matematico e investigacion operativa, ademas constituye una
herramienta indispensable en fisica, fisica quimica, medicina, biologia, la genética,
informatica, teoria de redes, teoria de juego, teoria de grafos, etc.

Un grafo es un conjunto de puntos, llamados vértices, algunos de los cuales estan ligados
entre si por medio de lineas, denominadas las aristas. La naturaleza geomeétrica de estos

arcos no tiene importancia, solo cuenta la manera en la que los vértices estan conectados.
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[2] Los grafos no solo interesan a los matematicos puros, se usan también para representar
circuitos eléctricos, para realizar calculos teoricos relativos a particulas elementales, etc.
La teoria de grafos tiene igualmente una importancia econdémica directa por sus
numerosas aplicaciones en investigacion operativa. Por ejemplo, para determinar el
trayecto optimo, es decir obtener el trayecto menos costoso y el mas rapido, para una
empresa de camiones que deben repartir y recoger productos a numeros clientes
esparcidos por un pais determinado, la red de carreteras puede modelizarse por un grafo,
cuyas aristas son las carreteras de una ciudad a otra, a cada arista se le asocian varios
numeros longitud del camino correspondiente, tiempo de recorrido, coste del peaje, etc.
Usando calculos y algoritmos a veces complejos, se determinan una o varias soluciones
y se trata entonces de encontrar la mejor de ellas, se esta estudiando la llamada topologia
de la red.

Es muy importante tener presente, cuales, en donde y como se dan los contextos, significados,
representaciones y repercusiones al planificar, investigar y presentar el desarrollo del tema
“Topologia y Teoria de grafos en la vida cotidiana”, por lo que debemos decir que todo este
contexto se da en la modelacion matematica que nos brindan la Topologia y la Teoria de grafos,

es muy importante también preguntarnos como se deducen, como se desarrollan y se aplican

matematicamente estos modelos una vez que los hallamos obtenido.



Il. ESTRATEGIAS METODOLOGICAS
Las estrategias del presente trabajo de investigacion que se llevaron a cabo fueron
presentando al espacio vectorial R™, el cual se considera como el conjunto de las n-Uplas
de numeros reales, donde n es un nimero natural arbitrario fijo. Los elementos de R",
Ilamados indistintamente puntos o vectores son los conjuntos ordenados que se denotan
por X = (x4, %5, ..., X,,), donde x4, x5, ..., x,,, SOn nimeros reales arbitrarios.
Mostrando que la cuaterna (R™, R, +, X), con R™ el conjunto de los vectores, R el de los
numeros reales, y +, X la suma de vectores y el producto de un escalar por un vector,
definidos en los primeros cursos de analisis, conforman un espacio vectorial.
En el presente trabajo generalizaremos el espacio R™ a los conceptos topoldgicos de valor
absoluto, intervalo, conjunto abierto, cerrado, punto interior, punto de adherencia,
etcétera
La insercion de una topologia en un espacio R™ es de mucha utilidad a la hora de definir
las nociones de limite y continuidad de funciones dependientes de varias variables reales.
El concepto de norma es la generalizacion del concepto de valor absoluto. Asi, sabemos
que la distancia entre dos nimeros reales x,y € R viene dado por d(x,y) = |y — x| y
definiendo en general que es el Producto escalar o Producto interno en un espacio
vectorial real, R™.
Existen muchas aplicaciones que cumplen con la definicion de producto escalar, pero el

producto escalar con el que se trabajo es el siguiente:

X171 V1 v

- - - — x

XY=(XY)= [ 52] lyzw = Z’Q-)’i =X1Y1 X2y + ot XpYn
Xn n =1

Al espacio vectorial real de dimension finita, n, en el que esté definido un producto
escalar, (X,Y), se le denomina espacio vectorial euclideo n dimensional
El producto interno que acabamos de definir nos permite considerar la norma euclidiana
de un vector X = (x4, x5, ..., x,) en R™ que es una aplicacién de R™ sobre R, es decir
1]} '" - R
£ |17
de forma que a X se le hace corresponder un escalar que se representa por ||)?|| norma de

)?, la definimos mediante

£ = J(5.5) = [t + 22




debiendo cumplir dicha aplicacién las siguientes propiedades de positividad,

homogeneidad y la desigualdad triangular, continuando con el desarrollo de la existencia
de distintas normas en R™ (conn = 2) [|X||,, [|X]|, y [|X]|_,. que son muy importantes

en el trabajo realizado, motivando la introduccion de normas equivalentes.

El concepto analogo al de intervalo en el caso multidimensional es el de bola, este
permitird desarrollar la topologia de R™. La bola abierta o disco abierto, bola cerrada,
bola reducida o bola abierta perforada, con cuyos conceptos podemos construir los
conceptos fundamentales que conforman la topologia de espacios métricos. El primero
de estos conceptos es el de conjunto abierto que basicamente son los bloques de
construccion de un espacio topolégico.

Asi mismo se han recolectado suficientes textos, y materiales de ensefianza, tales como
apuntes de clases elaborados por especialistas en Topologia y Teoria de Grafos, este
material bibliogréfico con el que se ha trabajado y desarrollado el presente trabajo de
investigacion, “Topologia y Teoria de Grafos en la vida Cotidiana” ha sido estrictamente
seleccionado, [3] especialmente en los temas o0 puntos o secciones donde se tratan los
conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, aplicaciones continuas, espacios topoldgicos,
homeomorfismos, que nos sirvan para poder dar los conceptos basicos de la Teoria de
Grafos y poder incursionar en la modelacién matematica de la Teoria de Grafos en la vida
cotidiana que constituye un tépico de actualidad muy interesante y util en la preparacion
del trabajo de investigacion que hemos realizado, el cual busca describir, identificar y

analizar algunas aplicaciones de la Teoria de grafos a la vida cotidiana.



I1l.  RESULTADOS
CONCEPTOS BASICOS Y RESULTADOS PREVIOS
Antes de entrar a la parte central del trabajo de investigacion se seleccionaron algunas
definiciones previas, asi como conceptos basicos con los que mes a mes se trabajo y
desarrollo el presente trabajo, de esta manera incursionamos en el tema “Topologia y
Teoria de Grafos en la Vida Cotidiana”, [4] la cual constituye un trabajo muy interesante,
importante y atil en el la vida cotidiana de los seres humanos y demas seres vivientes,
donde es necesario la ayuda matematica para entender los sucesos que ocurren en el
comportamiento de un determinado objeto matematico destacando los conjuntos abiertos,
[5] las funciones continuas los espacios topoldgicos los homeomorfismos el calculo
diferencial, calculo integral, el analisis matematico, pero especialmente de la teoria de
grafos que, apoyandose en la topologia nos generan modelos matematicos y dan origen a
multiples y nuevas aplicaciones en el mundo de las matematicas, asi como de la vida
cotidiana, dado que sus variadas aplicaciones a problemas de la vida real, constituyen la
base de la matemética moderna, con maltiples aplicaciones en las Ciencias e Ingenieria y
areas afines.
Por lo que se utilizd como medios de evidencias las referencias matematicas, como libros
y textos de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y no lineales en las que se realizé
algunas consultas sobre el tema investigado.
Asi mismo debemos de indicar que todo este contexto se da en la modelacion matematica
que nos brindan la topologia y la teoria de grafos en la vida cotidiana.
Por lo que utilizamos como medios de evidencias las referencias matematicas, como
libros, textos de topologia y teoria de grafos en las que se realizaron algunas consultas
sobre el tema a investigar, tales como:
Conjuntos de Indices
Un conjunto de indices A, es un conjunto a cuyos puntos o elementos los consideraremos
como “nombres”, es decir:
A=A{apB,v6, ..}
Nota.
1. Dada una coleccién de subconjuntos de un conjunto X asociamos a cada sub conjunto
un nombre tomado del conjunto A.
2. La forma de adjudicar estos nombres debe ser tal que cada sub conjunto tanga por lo

menos un nombre a un solo subconjunto



3. Si los nombres de A son «,B,y,d, ... entonces el sub conjunto de X que lleve el
nombre a se representara por A, al subconjunto que lleve el nombre de S se
representara por Ag y asi sucesivamente.

Ejemplo 1.

En Algebra. En un problema que intervienen 3 incognitas.

Sea el conjunto de indices A = {1,2,3} entonces las incdgnitas seran x;, x,, X3

En Calculo. Si se trabaja con una sucesion infinita de nimeros

Sea el conjunto de indices A = Z* = {1,2.3,...} entonces los elementos de la sucesion

seran:

aq, Ay, Az,..., Ay, Appiqs ---

Familia de Conjuntos

Una familia o coleccién de conjuntos, es un conjunto cuyos elementos son conjuntos, 10s

que se denotan como (4;) e

Familia indexada de conjuntos

Una familia indexada (o indizada) de conjuntos es aquella que dado un conjunto discreto

de indices A = | # ¢, tal que i € I se define el conjunto A;, que es la imagen de i por

A, entonces decimos que F = {A4; / i € I} es una familia indexada de conjuntos, donde I =

A es el conjunto de indices de la familia y que A; es el i — ésimio elemento (0 miembro

o nombre) de la familia y cada elemento en el conjunto de indices se le llama un indice

Cuando I es el conjunto de los nimeros naturales sustituimos la palabra familia por una

sucesion o secuencia.

Notar que utilizamos el sufijo “ésimo"” en i-ésimo incluso cuando i no es un ndmero

cardinal, se denota también como:

{AgiaeAd =1} 0 {Ag}aen=r 0 (A iz O {Ao}

Observa que en la notacion (4;);; no aparece el contra dominio de la funcion. Por esta

razén, cuando introducimos una familia, es obligatorio decir qué tipo de objetos

constituyen su contra dominio

Ejemplo 2.

Dado el conjunto de indices A = I = Z* = {1,2,3,...}, entonces para cada n & Z* sea:

D, = {x:xeZ*, x es miltiplo de n}.

Entonces D; = {1,2,3,4, ...}

D, ={24,68, ..}
D; ={3,6,9,...}
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D, = {48, 12,..}

Por ejemplo, una familia de personas es una funcion cuyo contra dominio es un conjunto
de personas.
Del mismo modo, una familia de monos es una funcién cuyo contra dominio es un
conjunto de monos.
Como se ha mencionado anteriormente, el uso mas frecuente del término familia es
cuando el contra dominio de la funcion es una coleccion de conjuntos. Se trata, pues, de
una familia de conjuntos. En este caso existen notaciones especiales para la union y la
interseccion de la coleccion.
Uniodn de familias indexadas
Si F =(A4;) i =1{4;:iel = A} es unafamilia de conjuntos, entonces la unién de la
familia se define, por

UAi ={x:3iel,xeA;}

iel
Interseccion de familias indexadas
Si F=(4;) i =1{A;:iel = A}esuna familia de conjuntos, entonces la unién de la
familia se define, por

ﬂAi ={x:Viel,xeA;}

iel
Ejemplo 3.
Sea la familia de conjunto 4,, = {n,n + 1,2n},paracada neN
Constrayase dos familias indexadas distintitas y halle la unién e interseccion de dichas
familias.
Resolucion
Construyo las familias indexadas
A =1{1,2,2} = {1,2}
A, ={2,3,4}
A; ={3,4,6}

F = {A; : i e N} donde el indice de F es N
otra familia indexada seria G = {4; : i € {2,3,20}}, donde el indice de G es {2,3,20}
1. Ahora hallaremos la unién de la familia

F={A;:ieN}

11



UAi ={x:3ieN,xe4;}={12,..} =N
ieN
Se probaré que
UAi - N
ieN

Por lo que se probara mediante la doble inclusion

a) UAiCN

SierAi—GlmeN/xeAm}CN
ieN
- 3ImeN: xe{mm+1,2m}

>dmeN: x =mvx=m+1vx=2m

.'.UAiCN

Por lo tanto x ¢ N

b)NcUAl-

ieN
SixeN-o-m=xeN
>x=me{mm+1,2m} =4,
- {I3meN /xec A}

- erAl-

ieN
N c UAL
ieN
De a) y b) se obtiene que
U Ai = N
ieN
hallaremos la interseccion de la familia
F={A;:ieN}
ﬂAi ={x:Viel,xeA;}=¢

iel

ﬂAiqtqb ->3x¢ ﬂAi - Vi: xeA;

iel iel

Asumiendo que

En particular
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xeA,={12} A xeA, ={234} N xeA; ={3,4,6}
- x=162 AN x=2,6,3.06 AN x=364066

ﬂAi:¢

iel
2. Ahora hallaremos la unién de la familia

G=1{A;:ie{2320}}

Lo que es una contradiccion

A ={x:3ie{2,3,20},x¢eA;}
ie(2,3,20}

= A, U4z U A4y
= {2,3,4} U {3,4,6} U {20,21, 40}
= {2,3,4,6,20,21}

hallaremos la interseccion de la familia: Como no existe un elemento comun en mis tres

conjuntos, entonces la interseccion es vacia

A ={x:Vie{2320},xcA;}=¢
ie{2,3,20}

Incursionamos en los conceptos basicos de la topologia, por lo que daremos los siguientes
conceptos:
Espacio vectorial R™
Consideremos el conjunto R™ de las n-uplas de numeros reales, donde n es un numero
natural arbitrario fijo. Los elementos de R™, que llamamos indistintamente puntos o
vectores son entonces todos los conjuntos ordenados X = (x4, x5, ...,x,), donde
X1, X5, ..., Xy, SON NUMeros reales arbitrarios.
Dados X = (xq, X3, ..., X) € Y = (y1,¥2, ..., V), dos vectores en R™ , decimos que son
iguales y escribimos:

X =Y, cuando x; = ¥4, ..., X, = VY
Definimos lasumade X e Y, y el producto de X por un nimero real a (que en este contexto
Ilamamos escalar), mediante
DX+Y =1+ x5 00,0 +y0),
i) aX = (axq, axy, ..., axy,)
Es inmediato verificar las siguientes propiedades, dada en el siguiente
Teorema (Propiedades de la suma y el producto)
Sean X,Y,Z vectores de R™ y a, B nimeros reales o escalares, todos arbitrarios, que

verifican las siguientes propiedades:

13



1. Conmutativa: X + Y=Y + X.

2. Asociativa: X+ (Y +2)=X+Y)+ Z

3. Existencia de vector neutro aditivo
Jelvector0=6=1(0,..,00/ X+60=0+X=X.

4. Existencia del vector opuesto:
3 el vector opuesto —X = (—xq, —x, ..., —X;,) tal que verifica

X+(X)=(-X)+X=06.

5. Asociativa del producto: a(fX) = (aB)X

6. Distributivas:

) aX+Y)=aX+aY

i) (a+p)X =aX +BX
7. Existencia de neutro multiplicativo:

3 el vector neutro multiplicativo 1 ¢ R, tal que 1X = X1 =X
Este teorema muestra que la cuaterna (R*, R, +, X), con R™ el conjunto de los vectores,
R el de los numeros reales, y +, x la suma de vectores y el producto de un escalar por un
vector, antes definidos, conforman un espacio vectorial.

Nota.
1. El conjunto de n vectores dado por:
e; = (1,0,...,0),e, = (0,1, ...,0), e, = (0,0, ...,1),
se llama base canonica de R™, y dado un vector

X = (x4, x5, ..., X,,) podemos escribir

X =x1e1 +x3e5 + -+ xpep
2. El espacio vectorial a considerar es:

R*=RXRX..XR

nveces

X1

Los elementos de dicho espacio son vectores columna X = xf :

x.n

3. Las nociones topologicas siguientes se van a definir en R™, aunque muchas de ellas
no requieren que el conjunto que interviene en las definiciones sea un espacio
vectorial.

4. En las definiciones de limite y continuidad intervienen la nocion de intervalo abierto
centrado en un punto, asi como el valor absoluto de la diferencia de dos nimeros reales

gue no es sino la distancia entre ellos. Asimismo, el concepto de limite es comun a la

14



continuidad, derivabilidad e integracion. Nuestro objetivo el trabajo de investigacion

sera extrapolar estos conceptos al caso de una funcién f : Q ¢ R™ - R™ donde

]_”)(X) = (E(X)),Vi =12,..,m talquenmeN X = X = (X1, X5, ey Xp)

£ Cen iz %0) = (OO, QO ) For (0)

En el presente trabajo generalizaremos el espacio R™ a los conceptos topoldgicos de
valor absoluto, intervalo, conjunto abierto, cerrado, punto interior, punto de
adherencia, etcétera

La introduccién de una topologia en un espacio R™ es de mucha utilidad a la hora de
definir las nociones de limite y continuidad de funciones dependientes de varias
variables reales.

El concepto de norma es la generalizacion del concepto de valor absoluto. Asi,

sabemos que la distancia entre dos nimeros reales x, y € R viene dado por

dlx,y) = |y — x|

Comencemos definiendo en general que es

Producto escalar o Producto interno

En un espacio vectorial real, R™, se llama producto escalar a una aplicacion de R™ x

R™ sobre R , que a cada par de vectores X, Y de R™ le hace corresponder un namero real

que se representa por X. ¥ o (X, Y) mediante

> =

XY = ()?, 17) = (%1, X2, ey X)), V1, Vo oo V)

=X Y1t XY+t X

Propiedades

i) Positividad: (X,X) >0, (X,X) =0 & X =0,X ¢ R™

ii) Homogeneidad: (aX,Y) = a(X,Y)

iii) Bilinealidad {9 -

aX +BY)Z=a(X.2)+B(Y.Z .
( d )e (q e) Al , 2 , VXY, Z e R", Va,B e R
X.(aY +pZ2)=a(X.Z2) + B(X.Z)

iv) Conmutativo: (X,Y) = (¥,X), VX,Y ¢ R™.
Nota

1.

El producto escalar no es una ley de composicidn interna, pues el resultado del
producto escalar de dos vectores no es un vector, sino un escalar.
Hay muchas aplicaciones que pueden ser producto escalar, pero el producto escalar

con el que se trabajara es el siguiente:
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X171 [Y1
X7 =(7)=|%| 2
'X':Tl }]'Tl
v
= Z Xi Vi = X1Y1 T XY + o+ XnYn
i=1
3. Al espacio vectorial real de dimension finita, n, en el que esté definido un producto
escalar,(X, Y),se le denomina espacio vectorial euclideo n dimensional
4. El producto interno que acabamos de definir nos permite considerar la norma
euclidiana de un vector X = (xy, %y, ..., X,,) en R™.
Norma euclidea
Se llama norma de un vector X ¢ R™ a una aplicacion de R™ sobre R, es decir
1] R" - R*
X 1]
de forma que a X se le hace corresponder un escalar que se representa por ||)?|| norma de

X, la definimos mediante

debiendo cumplir dicha aplicacion las siguientes propiedades que la enunciamos en el
siguiente teorema

Teorema
Sean X un vectores de R™ y o un numero real o escalar, ambos arbitrarios. Se verifican
las siguientes propiedades:
(N1) Positividad: |X|| = 0, || X|| = 0siysélosi X = 6.
(N2) Homogeneidad: Va ¢ R se tiene
Jak|l= lall£], v £ R /% %6

(N3) Desigualdad triangular

1%+ 7| < ||I%]| + ||7|l, VX, e R
Nota.
1. Elpar (R™,

|X||) se llama Espacio vectorial normado
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2. De la desigualdad triangular obtenemos
I =171l < [1X - 7]
3. Hay aplicaciones que son norma al cumplir estas propiedades, pero la que se va a
utilizar es la norma euclidea definida a partir del producto escalar mencionado antes.
La norma euclidea es una aplicacion definida de un espacio euclideo sobre R", de tal
forma que a un vector cualquiera de dicho espacio, X e R", se le hace corresponder un
escalar igual a la raiz cuadrada con signo positivo del producto escalar del vector X por

si mismo, es decir

%] = +VX.% = + [(%,%)
Ademas de cumplir las tres propiedades anteriores, la norma euclidea cumple una cuarta
propiedad:
(N4) Desigualdad de Cauchy Schwarz:

I£.7| < |X|[|I7]], v %, ¥ e R”
Esta ultima propiedad se determina mediante el siguiente teorema
Teorema: (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
Dados dos vectores X, Y € R, se verifica
I£.7] < |IR|[|7]] v £, Ve R
Ademas, se verifica que |X. Y| = ||X||||Y]| si, y s6lo si los vectores X, Y son linealmente
dependientes, es decir, existen escalares a, #, no simultdneamente nulos, tales que:
aX + ,817 =0
Demostracion.
Supongamos que X eY son dos vectores no nulos (si alguno es nulo, se verifica la
igualdad del teorema).
Para un escalar a , aplicando la positividad (N1), tenemos
0<(aX+7, aX +7) = a?(X,X) + 2a(X,¥) + (Y, ¥)

Luego, el discriminante del polinomio de segundo grado en a debe ser no positivo, es

decir
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= &) < X7
Ademas, 3 « tal que aX + Y = 0, es decir
(aX +Y,aX +Y) =0
oA=4X7) —4(X N, F) =0
o [(.v)] = 1]l
Esto completa la demostracion.

Demostracion de la propiedad triangular (N3).
Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz
(X7 < IX]I[I¥]
Tenemos que
IZ+7 = (X +7, X +7)=(X%)+2(87) +(V.7)
< (X, X) + 2| X|l[[Y]| + (V. 7)
12 = — -2
= [IXII" +2[IX[[[[¥]] + ][]
) 2. 2
=[x + Y]]
1¥ + 7] < [IX]] + 117
Definicion (Norma usual).
Una normaen R™ es una funcién N: R" — R, que verifica las propiedades (N1), (N2)
y (N3) del teorema de norma euclidea.

La norma euclidiana definida como:

£ = J(8.8) =[x+t +- 422

es la norma usual, y escribimos también:

191 = 11, = w243 + -+ 23
(el 2 recuerda los cuadrados de la cantidad sub radical), cuando escribimos norma nos

referimos a la norma usual

Ejemplos de normas en R"

1. La norma del maximo, o norma infinito, que es el numero real ||X||_ definido como

IZ]],, = max Ixi| = max{lxl, 1% ] .., 1xa]}

= sup |xl
i=1,..n
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2. Lanorma de la suma, 0 norma-uno, que es el nimero real ||X||, definido como

X[l = leal + lal + -+ 1

n
= Z|xi|
i=1

Por lo que podemos afirmar que los pares ( R™, ||X]| ;).

(R |IX|| ), (R™, || X|| 1) son espacios vectoriales normados.

4. Lanorma p que es el nimero real ||)?||p definido como

”)?”p = Ii/|x1|p + |xy|P 4+ |x, |P

v X € R™, p nGmero natural, p > 1
continuamos con el desarrollo de la existencia de distintas normas

En R™ (con n = 2) existen 3 distancias especialmente muy importantes, asociadas a las normas:
IX11, .

a) dz()?y 17) = dp((x1, X2, s Xn), V1, V20 s V)

X[, v [IX]l,,. respectivamente:

conocida también como distancia usual o distancia euclidea.

b) dl()_()' ?) = dl((xlerI ---'xn); (}’1:}’2: 'yn))

n
= > b=yt = |%]),
i=1

C) dOO(Xl Y) = dOO((xli X2y wues xn)' (}’1' V2, e 'yn))

= max{lx; — yil} = [|X]| ..
La existencia de diversas normas en R™ motiva la introduccion de la siguiente nocion
Definicion. (Normas equivalentes).

Sean N; = ||.|| y N, = ||. || dos normas definidas en R™. Decimos que N; es equivalente a N,,

si es que existen dos reales positivos a y f, tales que:

all. <[y 1" < Bl
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Nota.
De la definicién podemos demostrar que dos normas ||.|| y ||.||* del espacio vectorial R™ son

equivalentes si y sdlo si existen constantes reales positivas a y f, tales que

all.l <. <BI.Il, vXen R®

aN; (X) < No(X) < pN,(X), VX e R™
Demostracion
Recordemos que por definicion de dos normas |.|| y |l.|I* del espacio vectorial R™ son

equivalentes si y solo si las correspondientes distancias inducidas determinan la misma topologia,
es decir si denotamos con d(X,Y) y d*(X,Y) a las distancias asociadas a estas normas, entonces
ad(X,¥)<d*(X,Y) y d*(X,¥)<pd(X,Y), vX,Ye R"
Ahora bien si denotamos con B, (f) y By (Z) alas bolas abiertas de centro Z y radio r con respecto
a las métricas d(X,Y) y d*(X, Y) respectivamente, entonces
Bg(f) ={Xe Rmd(X,Z) <} c{Xe R:d'(X,Z) <1}

= B;(Z)

BE(Z) ={Xe R™ d*()?,f) < %} c{Xe R™ d()_()j) <r}
B

= BT(Z)
constituyen dos bases de una misma topologia en R™, puesto que un subconjunto A de R"™ es
acotado con respecto a d(X,Y) si y sélo si lo es con respecto a d*(X,Y), los entonos definidos
por d(X,Y) y d*(X,Y) son los mismos y por el teorema de caracterizacién de distancias
equivalentes por bolas, concluimos que las dos normas generan la misma topologiaen R™ , luego

son equivalentes.

Aplicando la definicion, normas equivalentes es posible verificar la relacién
111, < I1€1, < IX], < ullX]|,,, v XenR"
En efecto, empezaremos verificando la segunda desigualdad, es decir [|X]|, < ||X||,.para lo cual

utilizaremos la desigualdad triangular.

Sabemos que

I£11, = Ve P+ T2 + -+ T P

SVl + ez 2 4+ Y lxn]?

= Il + gl + - 4 [x] + o+ Il

n
= bl = %],
i=1
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I%1l, < 1%1],
Verificaremos ahora que: [|X]| < [|X]|,

Sabemos que:

I7]], = lal + [xa) + o+ x|+ -+ L

Entonces |xj| < |X1|+|xz|+-"+|xj|+---+|xn|
X1, = |
= 1rrs’nia;%{lxll, |x2|,...,|xj|, cor 2 1}
= max {|x;}
=[Ix]l,,
%11, = 1111,
%11, < 11€1l,

Ahora se probara que: [[X||, < n||X||
Tenemos que
(] = Ix

| >
n — elementos,n — veces J |x]| N |x.2|

U] = I,

;| + ||+ + || = 1l + Il + -+ xg]

n—elementos

n
nl| = > il = X1,
i=1

I%1], = nl]

I%1], = =lI%1l,,
Lo que nos permite concluir que las tres normas son equivalentes, es decir

I€11., < I%11, < 1%}, <=l|%]l,, vXenR"
También podemos demostrar que
%11, < IX]l, < nlIX[|,,, ¥ X enR"

En efecto
Tenemos que [|X]|, = lCllxyll, ..., llxaI)ll; parai = 1,2, ..., o0

Pero vemos que

n
IZI], = lxal + 1ol + o+ ]+ + ] = Z|xl-|
i=1
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IX||_ = max {|x;| /i =12, ..,n)
Notar que para n = 1 las tres normas coinciden con el valor absoluto

Por lo que son normas

IA

n
Dllllz +2 ) sl
i=1

i<j

n 2 n
(Db} =11, = Y181, =l
i=1 i=1

Sin pérdida de generalidad se puede demostrar que

l = -
||X||oo S ”X”p = n””X“OO, vXenR" (p=1,2)
y concluir que las tres normas son equivalentes

Hemos obtenido distintas formas de medir en R™ . Sin embargo, ¢dependen los resultados de la

norma escogida? La respuesta es No. De hecho en R™ todas las normas son equivalentes, es decir,
dadas || X]|, y [|X]|, normas en R™, existen a,B & R tales que:

IXll, < alll, v %], <8I,
La definicion de limite sera independiente de la norma elegida. Por ello, a partir de ahora

utilizaremos la norma euclidea || X|| . También es de sefialar que la distancia euclidea entre dos

vectores X = (xq, Xz, ., Xn) € ¥ = (¥4, Y3, ..., V) Viene dada por la formula
d(X,7) = Vo1 = xD? + 02 = )2 + - + O — )7
= [lv = x|,

El concepto analogo al de intervalo en el caso multidimensional es el de bola, este permitira
desarrollar la topologia de R™.

Bola abierta o disco abierto
Fijada una norma ||X|| de R™, dado un punto X ¢ R™ 'y un nimero real r > 0, se define la bola
abierta o disco abierto de centro X y radio r como el conjunto

B()?,r) = {76 R™ : ||)? - )7” <r}

Anélogamente
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Bola cerrada
Fijada una norma ||X|| de R™, dado un punto X ¢ R™ 'y un nimero real r > 0, se define la bola
cerrada de centro X y radio  como el conjunto

B[)?,r] = E()?, r) = {78 R" : ||)? — ?” <r}
Bola reducida o bola abierta perforada
Fijada una norma ||X|| de R", dado un punto X ¢ R™ 'y un ndmero real r > 0, se define la bola
abierta o disco abierto de centro X y radio r como el conjunto

B*()?,r) = {?e R": 0< ||)? — 7” <r}

= B(X,r) — (X}

El aspecto grafico que tienen [|X||_, [|X||, . |||l para las normas cuando n = 1,2. no son més
que el concepto de intervalo cuando la norma elegida es el valor absoluto sobre R
Paran =1, esdeciren R
Bola abierta de centro cero y radio 1
B(0,1) ={xeR: |x| <1}

={xeR: -1<x<1}

= <_1,1)
0 ______________________ ,f‘,‘f.,f ....................... c
-1 0 1

Bola cerrada de centro 0 y radio 1
B[01] ={xeR: |x| <1}
={xeR: -1<x<1}

:[_Ll]
[ ESTIVIVITITIVIIVIVIVIVIY VIVIIVITIVIVIVIVIVIVIVITI
-1 0

Bola abierta reducida de centro 0 y radio 1
B*(0,1) ={xeR: |x| <1}
={xeR: -1<x<1-{0}}

=(-11) — {0}
O ............ e ............ c
-1 0 1
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Paran = 2, es decir en R?

Bola abierta de centro cero y radio 1 en [|X]|,

B(0,1) = {)_() =(x,y)eR?: |x| +|y| <1}

Bola cerrada de centro cero y radio 1 en [|X||,

Bl01] ={X = (x,y) e R?: |x| + |yl < 1)

(0,1)

(1,0)

Bola abierta perforada centro cero y radio 1 en ||)?||1

B*(0,1) = {X = (x,y) e R% : |x| + |y| < 1} {(0,0)}

Bola abierta de centro cero y radio 1 en ||X||,

B(O) ={X=(xy)e Rz:d()?,a) = x?+y?2<1}

(0,1)
7/ N\
<« Ly
\\VF/(LO)

Bola cerrada de centro cero y radio 1 en [|X||,

B[0,1] = {X = (x,y) e R%:d(X,0) = /x2 + y2 < 1}
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(0,1)

(1,0)

Bola abierta perforada de centro cero y radio 1 en || X||,

B*(0,1) = {X = (x,y) ¢ R%:d(X,0) = \/x? + y2 < 1} - {0}

Bola abierta de centro cero y radio 1 en || X]|

B(0,1) = {X = (x,y) ¢ R2%:max {|x| + |y} < 1}

Bola cerrada de centro cero y radio 1 en ||X||

B[0,1] = {X = (x,y) e RZ:max {|x| + |y]} < 1}

A
N

(0.0)

Bola abierta perforada de centro cero y radio 1 en || X||

B*(0,1) = {X = (x,y) e R%:méx {|x| + |y} < 1} - {0}

r—{—-(1,1)

1 | »

< L@p),
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sabiendo lo que es una bola abierta en R™, podemos construir los conceptos
fundamentales que conforman la topologia de espacios métricos.
El primero de estos conceptos es el de conjunto abierto que basicamente son los bloques
de construccion de un espacio topolégico.
Definicion.
Un conjunto A c R™, se dice que es abierto si y sélo si 0 bien A =- ¢, 0 bien, para cada
peA, AB(p,r) CA.
Es decir si para cada p € A existe r > 0 tal que la bola de centro p y radio r esta
integramente contenida en A.
Definicion.
Un conjunto F < R™, se dice que es cerrado, si su complemento es un conjunto abierto,
es decir

FescerradosiFc =R"—F = {X e R": X ¢ F}
es abierto
Veamos quienes son los abiertos en la topologia de R™ generada por la norma ||)?||2
Ejemplo.
El espacio R™ y el conjunto vacio son conjunto abierto.
En efecto pues debemos demostrar que cualquier Xe B,(p, €) , existe § > 0, tal que
Bz()?, 5) c B,(p,¢)

Haremos un gréafico el cual nos ayudara a proponer algun € > 0

-

/
I/ \
' dZ(er \|
\ p /
\ /
\ //

\

\\\ ///

Elijamos 6 = & — [|[X — p|,.
Podemos ver que el & cumple para B, (X, 8) < B, (p, )

Sea Y & B,(X,5). Se quiere probar que ||17—p||2<s para lo cual usaremos la

desigualdad triangular

IV = pll, = (¥ = ) + (X - p)ll,
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<[V =X, + X -»l,
de donde se tiene que:

|Y — X||, < 8, puesto que ¥ & B,(X, 5)
Luego [|¥ —pll, < [V - X||, + [|X = p],

<o+ |X-pll,= (= |IX=pll,) + X -pl,=
es decir Y € B,(p, €)
Demostraremos que el conjunto ¢ es un conjunto abierto
Lo haremos por reduccion al absurdo
Asumamos que ¢ no es un conjunto abierto, por lo tanto existe un elemento Xe ¢ para

el cual no es posible hallar una bola abierta B()?, r) contenidaen ¢, pero esto no es posible
ya que ¢ no posee elementos, por lo tanto vacio es abierto.

Ejemplo.

Sea A ={(x,y)eR% a<x<b,c<y< d}. Demostrar que A es un conjunto abierto

Demostracion.

SeaX = (x;,y;) eAentoncesa <x; < b, c <y, <d

A

A
d____l P —
yiter———71—- Ty
y o\
yl-___Jl__g_T )
| |
< |
N R A
Ni-e T
B |
| |
B L
|
c————,...-.JI.,-...:_..-._.{._
Lo s
a / xm*prb -

Definimos € = min {x; — a,b — x;,y; — ¢, d — y; }. Por tanto si (x,y) € B(X, €) debe
de ocurrir que

a<x;—e<x<x1+e<b

c<y;—e<y<y +e<d
lo que indica que (x,y) € A4, por lo tanto B(X7 ,E)EA
y en consecuencia A es un conjunto abierto
Proposicion
Toda bola abierta en R™ es un conjunto abierto

27



Demostracion

Sea X, ¢ R y r > 0. Demostraremos que B()?O,r) es un conjunto abierto, es decir se
probara que para cada Xe B()?o,r) existe una bola abierta B()?, r) contenida a su vez
en la bola abierta B(X,, 7).

Sea pues X & B(X,,7) y consideraremos R =1 — || X — X, ||

Como X & B(X,,r) se tiene entonces que ||X — X,|| < r . Por lo tanto R > 0

Mostraremos ahora que la bola B(X, R) < B(X,,7)

Sea Y £ B(X,r) Por definicién se tiene que ||Y — X|| < R
Porlo tanto ||Y — Xo|| = ||¥ — X + X — X, ||

<P 7]+ 7|

<R+|X =X,

Lo que prueba que ¥ & B(X,, 1)

Teorema.

Si Ay, A,, ..., A, esuna familia finita de conjuntos abiertos en R™ entonces se cumple que

n
[
i=1

es un conjunto abierto en R™.

Demostracion

Por induccion

1) Paran =2
Si A;y A, son abiertos de R™ entonces A; N A, es abierto en R™ si y solo si
v X £ (4; N 4,) existe B(X,7) c (4, N A,).
Enefecto: X e (A; NA4,) > X e A, A X e A,
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SiXed, y A, es abierto — 3 B()?,rl): B()?, ) C Ay
Si X €A,y A, esabierto » 3 B(X,1,): B(X, 1) C 4,
Comor; >0 y r, > 0, entonces tenemos que existe r = min {r; ,n,}, es decir
r<nr,r<n.
Como:
{r =7 2 3BET) L ap(3 ) € 4y n4y)
r<r, »3B(X,n)
Luego (A; N A,) es un conjunto abierto
i) Paran = h
Supongamos que se cumple paran = h, es decir si

Ay, A,, ..., Ay es abierto, entonces

es abierto
iii) En base al paso ii) debemos demostrar que se cumple paran = h + 1

Es decir, si A, A,, ..., Ay , Ap41 €S abierto entonces

h+1
i=1

es abierto.

Sabemos que
h+1 h

(4= ()4 ) Anen
i=1 1

i=

abierto abierto

Como se cumple paran = h + 1, entonces se cumple V n.
Proposicion
Toda bola cerrada en R™ es un conjunto cerrado

Demostracion

Sea X, ¢ R" y r = 0. Demostraremos que B(X,,) que es un conjunto cerrado, es
decir R™ — B(X,, ) su complemento es un conjunto abierto.

Sea pues X ¢ R"® — B(X,,r), se mostrara que: 3 B(X,R) c R" — B(X,,)

Como X ¢ B(X,,r) se tiene entonces que || X — Xo|| > r
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Definamos R = ||X — X,|| — r > 0 esto equivale a
r=|X-X| - R

Veamos que B(X,R) ¢ R™ — B(X,,7)

En efecto sea ¥ e B(X, R) se tiene entonces que ||¥ — X|| < R
Porlo tanto ||[X — X,|| = |X =¥ + ¥ = X, ||
< %~ 7]+ 7~ &
<R+ =X

%= Ball <R+ 7~ |

Por lo tanto ||X — Xo|| — R < ||¥ — X, || es decir
r< P

Lo que significa ¥ & B(X,,7), es decir ¥ ¢ R® — B(X,, R)
Proposicion
Toda esfera en R™ es un conjunto cerrado

Demostracion

Sea )?0 e R"yr > 0. Demostraremos que la esfera S()?O,r) que es un conjunto cerrado,
mostrando que su complemento R™ — S(X,, ) es un conjunto abierto.

Seapues X ¢ R™ — S(X,,7), se mostrara que: 3 B(X,R) c R™ — S(X,, 1)

Como X ¢ S(X,,7) se tiene entonces que ||X — X, || # r, por lo que tendremos que
analizar dos casos

) [X =X <7

i) [|X = Xol > 7

Demostracion de i).
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Como X ¢ B()?O,r) y esta bola es un conjunto abierto, entonces existe una bola abierta
B()Z',R) C B()?,r)

Asique V Z & B(X,,R) se cumple ||Z — X|| < r

Luego Z no puede ser elemento de la esfera S(X,, r), es decir Z ¢ R™ — S(X,,7)
Demostracion de ii).

La desigualdad ||X — X, || > r significa que X est& en el complemento de la bola cerrada
E()?o,r) y como esta bola es un conjunto cerrado, entonces su complemento es abierto.
Por lo tanto 3 B(X,,R) < R™ — B(X,,7)

Los elementos Ze B(X,, R) no estan en la bola cerrada B(X,,7), es decir elemento Z
e B(X,, R) satisface ||Z — X|| > r

Lo que significa B(X,R) c R" — S(X,,7)

Definicion.

Un elemento X ¢ A se dice que es un punto interior de 4, si existe una bola abierta con
centro en X contenida en A, es decir 3r > 0 : B(X,r) c A.

Al conjunto de puntos interiores de A se le denomina interior del conjunto A y se le denota
con el simbolo A , A°, int (4)

Definicion

Dado un conjunto D < R™ se define el interior de D, y se denota como Int (D), al mayor
conjunto abierto contenido en D.

Definicion.

Un elemento X ¢ R™ se dice gue es un punto exterior de A, si existe una bola abierta con
centro en X contenida en A€, es decirsi3ar > 0: B(X,r) c A°

Al conjunto de puntos exteriores de A se le denomina exterior del conjunto A y se le
denota con ext(A).

Definicion.

Un elemento X ¢ R™ se dice gue es un punto frontera de A, si para toda bola abierta con
centroen X setieneVr >0,B(X,r)nAC=¢ yB(X,r)nA = ¢

Al conjunto de puntos frontera de A se le denomina frontera del conjunto A y se le denota

con Fr(4).
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Definicion
Dado un conjunto D < R™ se define la frontera de D, y se denota como Fr(D), y se define
como Fr(D) = Cl(D) — Int (D)
Definicion.
Un elemento X ¢ R se dice que es un punto adherente de A, si toda bola abierta con
centro en X tiene puntos de A
Al conjunto de puntos adherentes de A se le denomina adherencia o cerradura o clausura
del conjunto A y se le denota con cualquiera de los simbolos 4 , A=, adh (A).
Definicion
Dado un conjunto D < R™ se define la clausura de D, y se denota como CIl(D), y es el
menor conjunto cerrado que contiene a D.
Proposicion.
Para todo subconjunto A de R", el A es un conjunto abierto
Demostracion
Sea X ¢ A. Por definicion 3 B()?, r) < A. Como la bola es un conjunto abierto entonces
B()?, rch

=~ A es un conjunto abierto
Proposicion
Para todo subconjunto A de R™, A es un conjunto cerrado

Demostracion

— € . :
Se mostrara que (4) es un conjunto abierto

- —\C - .
Sea X ¢ (A) ', como X no es un punto adherente de 4, existe un r > 0 tal que:
BX,r)NA=¢
) N c
es decir A c [B(X,1)]
L +C _ — 5 1€
Como [B(X,r)] es un conjunto cerrado, entonces A < [B(X,7)]
=~ A es un conjunto cerrado
Proposicion
Para todo subconjunto A de R™, Fr (A) es un conjunto cerrado

Demostracion

Se mostrara que [Fr (4)]¢ es un conjunto abierto

SiXe¢ Fr (A) entonces XehoXeExt (A), en ambos casos existe un r > 0 tal que:
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B()_(), r) cint(A) o B()?, r) c ext(4)

Lo que implica que [Fr (A)]¢ es un conjunto abierto

~ Fr (A) es un conjunto cerrado
Definicion
Un conjunto A < R™ se dice acotado si y sélo si existe un nimero real positivo k tal que

|X|| <k, vXeA

A la clausura del conjunto D, se denota como CI(D), y es el menor conjunto cerrado que
contiene a D.
Definicion
Un conjunto A < R™ se dice compacto si y solo si ademas de ser acotado es cerrado.
Definicion
Dado un conjunto A € R™ y un punto X e R", se dice que X esun punto de acumulacion
de A, si para todo nimero r > 0 se tiene que

B(X,r)nA—{X] = ¢.0 B*(X,r)nA=¢
Nota.
El conjunto de los puntos de acumulacion se denota con A’
Se dira que X esun punto aislado de A si y sélo si es un punto CI(A) que no es de
acumulacion.
Funciones reales de varias variables
Sea X c R™. Una funcidn real en varias variables es una aplicacion

F:X c R* » R™/F(X) = (fi(X), ... fn(X))
donde X = (x5, %y, ..., %) Y fi(X)=y;,Vi=12,..,m
son funciones reales en varias variables llamadas funciones coordenadas, es decir:

fiX cR* >R/ fi(X) = y;
Porlotanto: F(xq, ..., Xn) = (F10C01 oo X1y voes frn (X1 oo X))
Definicion
Se Ilama dominio de la funcion F al conjunto
D(F) = {X e R*: 3 F(X) e R™}
=D (fl()?)) nD (fz()?)) N..nD (fm()?))
=Dfi(X)n DA(X) N .0 Dfy(X)

donde X = (X1, X, ey X))

33



Definicion.

Dada una funcion F: R™ - R™ : f()?) = w, se llama grafo de F al conjunto de puntos
Graf(F) = G(F) = {(xq, ., Xy , @) e R™™: 9 = f()?)}

Definicion.

Dada una funcién f: R™ — R : f(X) = w, se llama grafo de f al conjunto de puntos
Graf(f) = G(f) = {(xy, ., %y, 0) e R™ 0 = f(X)}

Ejemplo.

En R?

Dada una funcién f: A c R? > R : f()?) = z, se llama grafo de f al conjunto de puntos

Graf(f) = G(f) = {(x,y,2) e R* z = f(x, }= {(x, ¥, f(x, 1)) e R®: z = f(x, )}

[
<V

Definicion
Dada una funcién f: R? -» R : f()?) = f(x,y) = z, y dada una constante c se define la
curva de nivel ¢ de la superficie z = f(x, y) como el conjunto de puntos
Ce={(x,y) e R%: f(X) = f(x,y) = c}

Analogamente
Definicion
Dada una funcion f: R3 - R : f()?) = f(x,y,z) = w, y dada una constante c se define
la superficie de nivel ¢ como el conjunto de puntos

Se ={(xy,y) eR* f(X) = f(x,y,2) = c}
Definicion
Una sucesion en R™ es cualquier lista infinita de vectores en R™. Es decir X_f : Xj s X7

algunos de los cuales o todos ellos pueden coincidir entre si. Por lo que
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Llamamos sucesion en R™ a una aplicacion X:N c R —» R" es decir, a una funcién con
dominio en los nimeros naturales N = {1,2, ...} y recorrido en R™, la que se puede
escribir como

- - - - - \ 0

X=(X) = X3 = (X)) oy = (K)o = (122, 00)
Donde )?k = X (k) es el valor de la sucesion en el k — ésimo natural y se escribe

X = (XlkfXZk» ---:Xnk) = (kasz, ---’an)
cuando indicamos las coordenadas de x;

Dada una sucesion X en R", tenemos n sucesiones en R que Ilaman sucesiones

coordenadas 0 sucesiones componentes 0 sucesiones proyeccion que son

(X)lk)ksN’ (X)Zk)ksN’ " (X"k)ksN
obtenidas al tomar las coordenadas del vector x;. Reciprocamente, dadas n sucesiones
de nimeros reales podemos construir una sucesién en R™ tomando como k — ésimo
elemento de la sucesién el vector cuyas coordenadas son los k — ésimos elementos de
las sucesiones reales.
Ejemplo

5 (00
Considerando el espacio R3, sea la sucesion (X,\,,)k=1 dada por

, 1\ . k(1
n=((e D) am
K <+k Vi k

Cuyos elementos son

9,21\ [64 ,—3[1
2)1F1 ) _F 2! . ) _I 3P . ) e
( )\ 7 V2 2 '\ 27 3 3

Sus sucesiones componentes 0 sucesiones proyeccion son:

- 1 k - k - k]_
Te=(143) Fue= VB Zae= |7

Definicion
Dada f: R™ » R™ : f(X) = (fi(X), ..., fn(X)), y sean X £ R™, L ¢ R™, entonces se
dice que

limf(X) =L & Ve>0,38(c) > 0tal quesi 0 <d(X,4) <8=d(f(X),[)<e
X A

(0]
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;%if}zf()?) =L ©Ve>0,35(e) >0talquesio < ||X— 4| < 6= ||[f(X) - L|| <«
Definicion

Dada f: R" » R™ : f(X) = (f,(X), ..., fn (X)), y sea {Xk}r una sucesién en R", se
dice que la sucesion converge a un vector LeR™ sivVe>0,3N,eN tal que:

0<||X— X||<e,vk>N,
En este caso diremos que la sucesion es convergente y que L es el limite de la sucesion
y se escribe
lim )?k =L

k —»o0

Teorema de Sdndwich para funciones f: R" - R

Sean f, g, h: R™ - R tales que:
f(X) < g(X) <h(X),vXeB(4r) nD(f)nD(g) nD(h)
Siendo B(4,7) ={X e R™:d(X,4A) <1}
)%i_r)r:T f()?) =)%i_1r>nl‘f h()?) ={ = %i_r)ri g()?) =7
Limite por sucesiones para funciones f: R" - R
Sean f: R" - R y A ¢ R" entonces

lim, f(X) = ¢ & V sucesion {X,} tal que
X A

= lim f(X,) = ¢
n—>0o
Nota.
1. Asumamos que existen sucesiones {X,},{¥,} que converjan a A es decir

limX, = limY, =4 yque

n —->oo n —oo
,}I_)rg, f()?n) =7 yT}I_fg f(?n) =1

siendo £ # #'. Entonces 2 lim_f(X)
X oA

2.8i limX, =4 y # lim f(X,)= 2 lim f(X)
—00 X -A

n —oo
3. Si encontramos dos caminos x, = @41(x1) Y X2 = @,(x1) que pasa por A y tales que

lim f(X)=+¢, y lim f£f(X)=2¢,
X -A X oA
X2=¢1(x1) X2=¢2(x1)

cont; # £, = A lim f(X)
X —A
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Funciones continuas en un punto
Sea un punto del dominio de definicion de una funcién. La idea intuitiva de funcion
continua en este punto, es la de una funcion que a pequefias variaciones de la variable
corresponden variaciones arbitrariamente pequefias de la funcién. Si la funcion esta
definida en D y el punto considerado es aislado en D no existe de hecho pequefias
variaciones de la variable y la funcion siempre se considera continua en estos puntos. El
concepto es significativo cuando el punto es de acumulacion de D. En este caso equivale
a decir que el limite coincide con el valor de la funcion en el punto.
Definicion
Seaf: R">R Yy A & R™ . Entonces se dice que f es continuaen A

sive>0,36(e) >0talquesi 0<d(X,4) <= |f(X)-fAd)|<e
Nota.

1. fescontinuaen 4 e R"si lim f(X) = f(A). Esto supone que:
X -A

a) 3 f(A) es decir A € D(f)

b) 3 lim £(X) = f(4)
Definicion
Sea F: R" » R™: F(X) = (fl()?), fm()?)) se dice que F escontinuaen A & R™ si
f; es continua en A € R™ para todo i = 1,2,3, ...,m
Definicion
Sea F:AcR"—>R™:F(X)= (fl()?), fm()?)) se dice que Fes continua en
AeA cR"si Ve>0,existe 5(¢) >0 tal que VXeA que cumple | X — 4| <&
entonces ||F(X) = F(A)| < e
Enunciaremos y demostraremos un teorema que sirva para caracterizar a los conjuntos

abiertos y cerrados.

Teorema.

Sea F:Ac R" »R™: F(X) = (fl()?), fm()?)) Las tres afirmaciones siguientes
son equivalentes

1. F escontinua

2. YV abierto Vc R™,F~1(V) = An U donde U es un abierto de R"
3. Vcerrado T ¢ R™,F~1(T) = A n S donde S es un cerrado de R"
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Demostracion

Analicemos que (1 = 2)

Sea V es abierto de R™ y a un punto de F~1(V).

Sea F(a) = b, como V es abierto existe B(b, &) c V.

Por ser F continuaen A, 3/ F(B(a,6,) N A) c B(b,¢) de lo cual se deduce que
B(a,8,)NAc FY(F(B(a,d,)NA))cFYB(be))cF V)

y esto implica que

FL(V) = U [B(a,8,) N A] = U B(a,8,)|na=Un4
asF~1(V) agF~1(V)

donde U es un abierto de R™, donde se ha tenido en cuenta que la unién de abiertos es un
abierto
Analicemos que (2 = 1)
Sea a un punto de F~*(V) y F(a) = b, veamos que F es continua en a.
Sean e >0 y B(b,¢) labola abierta en R™ . Por hipotesis F~1(B(b,¢) ) = U n A con
U abierto en R™.
ComoacsUNA yU esabiertod§ >0 talque B(a,6) NA cUNA=F1B(bs))
Luego F(B(a,8,)NA) c B(b,¢)
Lo que implica de F es continua en a
Analicemos que (2 = 3)
T cerrado implica que R™ — T es abierto. Luego por 2 se tiene F"Y(R™ —T )=UnNA
donde U es un abierto en R™. Por tanto
FY(T)=(R"-U)NA y R*—U esuncerrado de R"
Analicemos que (3 = 2)
V abierto implica que R™ — V es cerrado. Luego por 3 setiene F"1(R*—V )=SnA
donde S es un cerrado en R™. Por tanto
FT'W)=(R"-S)NA y R*—S esun cerrado de R"
Nota
1. Sedice que f escontinuaenunaregion A < R" si lo es en todo punto AeA.

Teorema
Sea F: R" » R™: F(X) = (fl()?), fm()?)) continua en 4 ¢ R™ y sea G: R™ — R* :
G(X) = (gl()?), gk(f)) continua en f(4), entonces (GoF): R™ — R¥ es continua

en A.
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Teorema

-

Sea f:R" - ]R/f()?) —w y AeR™ Entonces f es continua en 4 o
V sucesion {)?n} tal que lim )f’n =4

n -
se verifica que  lim f(X.) = fA).
Ahora vamos a investigar las propiedades intrinsecas cualitativas de ciertos tipos de
conjuntos que en lo sucesivo le llamaremos espacio, por lo que es necesario estudiar el
tipo de estructura que tienen estos conjuntos para que, matematicamente hacer rigurosa
la idea de estirar sin romper.
El estudio de la continuidad de las funciones en R y R"™, hacen que surja la nocién de
espacio topoldgico, en este sentido, la idea de espacio topoldgico se introduce para
rescatar la esencia de la definicién de continuidad y de esta manera considerar objetos
donde la definicidn tiene sentido, notar también que la definicién de continuidad se puede
extender facilmente a R™ asumiendo que tenemos una definicién de abierto.
Veamos esto para funciones continuas de R en R, para considerar el proceso de estirar o
comprimir segmentos de lineas mediante fuerzas que sean colineales con estos
segmentos.
Esta dilatacion o comprension la podemos visualizar en la siguiente funcion real de

variable real

Xo

La figura se puede considerar como una dilatacion del segmento X, en el segmento Y,

Y
YO 1] ——"'—/-— ]
-_——
0 X, X
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Anélogamente la funcién g comprime el segmento X, en el conjunto Y;.

La dilatacion o comprension no tiene por qué producirse necesariamente de forma
lineal, asi por ejemplo tenemos f: [0, g] cR->R/y=f(x)=senx
comprime el conjunto {p e R: 0 < p < 1} de forma no lineal

Y4
1

N| -

T

Asi mismo el conjunto {p eR: 0<p< %} se transforma en el conjunto
1
{pe]R. OSpSE},
mientras que el conjunto {p eR: % <p< g} se transforma en el conjunto

fper: I<p<1}

Como podemos apreciar el concepto fundamental que interviene en el estudio de
continuidad es el de conjunto abierto.
Definicion

Un conjunto G < R se llama ‘U — abierto si y solo si

a)SiG=¢o
b)SiG+#¢,VpeG,AI =(ab)talque pel cG
Nota

SidpeG, VI =<(ab)talque p el & G entonces G no es U — abierto
Ejemplo
1. Todo intervalo abierto es U — abierto

Resolucion

SeaG =(a,b)+¢d,VpeG,AI=(ab)talque pel =(a,b) CcG
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2. Analizarsi G ={xeR:0<x <1} =1[0,1>esunconjunto U — abierto.
Resolucion
3p=0eGVI=(-,1) talqueOel ¢ G
Por lo tanto G no es un conjunto U — abierto
3. Analizarsi G = {x e R:x > 0} = (x, o), con x fijo, es un conjunto U — abierto.
Resolucion
VpeG=(x,0) >p>x op—x>0
>r=p—x>0->r>0

\

9 7
p—r" p T p+r o0
I

v

<O

Entonces3 I =(p—r,p+r) cG -1 cG

Comprobemos que I < G. En efecto

Vzel »p—r<z<p+r-ox=p—-r<z
>x<z ->z>x > z&(x, 0)
~1 cG

Luego VpeG,31tal que pel < G, lo que concluye que el conjunto {x, o) es U —
abierto.

Definicion

Sea frAcX=R ->B cY=R/y=f(x), la imagen directa de A segin f se
representa por f(A) y se define como el conjunto: f(A) ={f(x): xeA}

N
AANNECLE
X ?

Propiedades

Sea fiAcR—->BcR/y= f(x),donde los conjuntos C y D son subconjuntos del
conjunto A c R entonces se cumple que:

1. SiC c D entonces f(C) c f(D)

2. f(CuD)= f(CHUFf(D)

3. f€nD)= f(C)nf(D)

Demostracion de 1.

Seazef(C) > IxeCtalque f(x) =zcomoCc D
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=> JxeDtalque f(x) =z
= zef(D)
- f(O) < f(D)
Demostracion de 2.
Seazef(CUD) > Ixe(CuD)talque f(x) =z
= JxeC 6xeDtalque f(x) =z
> AxeDyf(x)=z0xeCy f(x) =2z
wzef(D) 6 zef(C)
= ZE(f(D) Uf(C))
~f(CuD) cf(C)uf(D)
Asi mismo
Cc(CuD)=f(C)c f(CuD)
Dc(CuD)= f(D)c f(CuD)
= f(C)U f(D) c f(CUD)
Luego f(CUD) c f(C)Uf(D)
Demostracion de 3.
Seazef(CND) = Ixe(CnD)talque f(x) =2z
= JxeD y xeCtalque f(x) =z

= JxeD ytalque f(x) =zy xeD y talque f(x) =z

~zef(D)y zef(C)
= ze(f(C)nf(D))
= f(€nD)= f(C)nf(D)

Definicion

Seaf:A cR - B cR/y = f(x), laimagen inversa de B segun f se representa por

f~Y(B) y se define como el conjunto:

frB)={xeA: f(x)eB}

ffIB)={xcsAc R:3yeB c R,f(x) =y}

Las siguientes afirmaciones son claras
xefYB)- f(x)eB
fx)eB »xef'(B)
Gréficamente
Seaf:AcR ->B cR/y=f(x),
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/

0 —>

71 f7H(B) fiB X

Ejemplo

1.Sea f: R - [4,9] c R/y = f(x) = x?, hallar las pre imagenes de los subconjuntos
del codominio [4,9]
Resolucion

Para el conjunto [4,9] se tiene que

fH49D = {xeR : f(x) € [4,9]}

Esto implica que
fx)e[49] © x?c[49] © 4<x?<9
e Vi< \/; <9
& 2<|x|<3
© 2<x<302<-—x<3
© x¢e[2,3] 6 xe[-3,-2]
Por lo tanto £~1([4,9]) = [-3,—-2] U [2,3]
2. Sea f:R - R/y = f(x) =x?, hallar las pre imagenes de los subconjuntos del
codominio < —oo, —1],< —1,1] y(—1,1)
Resolucion
Para el conjunto < —oo, —1] se tiene que
fHU<—0o,—1]) = {xeR : f(x) e < —o0,—1]}
Esto implica que
fX)e<—00,—1] & x?e< —0,—1],© x?2 < -1
S xed
Por lo tanto f~1(< —o0,—1]) = ¢
Para el conjunto < —1,1] se tiene que

fFi<-11]) = {xeR : f(x) e< —1,1]}
Esto implica que
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fe<-11]le x?e<-11] & -1<x?<1
e 0<x?<l1elx|<1
© —-1<x<1le xe[-11]
Por lo tanto f (< —1,1]) = [-1,1]
Para el conjunto (—1,1) se tiene que
A1) = {xeR : f(x) e(-1,1)}
Esto implica que
fWe(-11)e x2e(-11) & -1<x?<1
& 0<x’<lelx|l<1
e —-1<x<le xe(-11)
Por lo tanto f~1((—1,1)) = (—1,1)
Propiedades
Seafi:XcR->YcR/y=f(x),donde A cY,B cY entonces se cumple que:
1L f7'(AuB) = fTHA)Uf~'(B)
2. f7HANB) = fTHA)NfH(B)
3. f714%) = (F1)"
Demostracion de 1.
SixefTl(AuB)e f(x)e(AUB)
o f(x)eAUf(x)eB
exef A uxe 7B
exe[fH(A) Vxe f7H(B)]
~ fTHAUB) = fTH(A) U fTH(B)
Demostracion de 2.
Sixef7'(AnB)e f(x)e(ANB)
S fx)eANf(x)eB
exef 1A Axe f7Y(B)
exe[fT1(A) nxe f7H(B)]
« fTHANB) = fTHA)Nf7H(B)
Demostracion de 3.
SixefflAY e fxecl)oe f(x) ¢A
ex ¢ ffA)exe(f 1A ))C

L f71A0) = (F1)°
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Definicion.
Sea f: R - R/y=f(x), lafuncion f es continua si la imagen inversa segin f de
todo conjunto U — abierto es un conjunto U — abierto, es decir
f es continua & V conjunto G, U — abierto
= f71(G) es U — abierto
Definicion.
Sea f: R »R/y=f(x), la funciéon f no es continua si existe por lo menos un
conjunto U — abierto cuya imagen inversa segin f no es un conjunto U — abierto, €S
decir
f no es continua & 3 un conjunto G, U — abierto
= f~1(G) no es U — abierto
Ejemplo
1. Seaf: R - R/y = f(x) = x determinar si la funcidn f es continua.
Resolucion
f es continua & V conjunto G, U — abierto
= f~1(G) es U — abierto
Y conjunto G, U — abierto & x £ f71(G)
Sfx)=G6eox=G
o~ f7YG) = G es U — abierto
Luego f es continua.

Geométricamente

»
|

0

N6 =6
2. Seaf: R->R/ y = f(x) = x? determinar si la funcién f es

continua.

Resolucion

f es continua & V conjunto G, U — abierto
= f1(G) es U — abierto
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En efecto
i) Vconjunto G = (a,b),a =0
xefYG) ©f(x)eG
©x%e6 ©x%¢{ab)
ca<x? <bova<+x? <Vb
eVa<|x| <+Vb
& (x < —Javx>Va)A(—V/b < x <+b)
& [(x < =va) A (—Vb < x < Vb)]
V [(x > Va) A (=Vb < x < Vb)]
e (—Vb<x<—Va)v(a<x<vb)
exe<—Vb,—Ja>Vxe<a,Jb>
exe<—Vb,—a>u<+a,Vb>
“f Y 6)=<—-Vb,—va> u <va,Vb>

U—abierto U—abierto

f~Y(G) = U — abierto
~ f es continua
i) Si G = (0,¢)
xefYG) ©f(x)eG

e x%e6 ©x?(0,c)
o 0<x? <co0<x2 <\C
e0<|x| <Vvece o< x| Alx] <
© (x<0Vx>0)A(—/c<x <o)
e [(x <0) A (—Ve < x <o)]
V[(x > 0) A (—Ve < x <))
& (—Ve<x<0)Vv(0<x <o)
exe<—Jc,0>Vxe<0,c>
©xe<—/c,0>U<0,Vc>

CfUG)=<—Jc,0> U<0,Vc>

U—abierto U—abierto

f~YG) = U — abierto

~ f es continua

iii)Si G = (c,d)ydondec <0< d
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xefHG) ©flx)ea
©x2eG ©x?e{c,dyconc<0
& x? <dconc<0
eVx? <Vde |x| <Vd
e (—Vd<x<Vd)exe<—d,Vd >
2 f7H6) =< —Vd Vd >

U—abierto
f~YG) = U — abierto
~ f es continua
Geométricamente

Cundo G = (a,b),a =0 y siG = (0,c)

A

b
7
C
A, TTHE ~ | EE >
b -va —ve | V&

U—abierto U—abierto U-abierto

Cuando G = (¢c,d)dondec < 0<d

v

U-abiefto
C"l'

vemos ahora que el concepto de continuidad se ha extendido mas alla de los espacios

(:

métricos creando de esta manera los espacios topolégicos, a pesar de que pueden aparecer

espacios topoldgicos que no sean métricos.
Pero como se ha visto, para hablar de continuidad basta definir cuales son los abiertos,

¢pero ¢como hacerlo si no podemos determinar los puntos cercanos a uno dado, puesto
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gue no tenemos una distancia con que medir? Para responder a esta interrogante
recordemos dos propiedades que satisfacen los abiertos en los espacios métricos
i) Launidn arbitraria de abiertos es un abierto
ii) La interseccion finita de abiertos es un abierto
y al matematico Johann Benedict Listin, alumno de Gauss, quien en 1847 introdujo por
primera vez palabra topologia dado que los abiertos especifican la continuidad y por lo
tanto la forma, por lo que podemos definir a la topologia como la ciencia de la forma.
Asi también, la definicidn de espacios topolégicos en el sentido moderno se debe a Félix
Hausdorff (1914), quien axiomatizaba las ideas de David Hilbert y Hermann Weyl, que
estaba basado en el concepto de entorno, si bien es cierto que Hausdorff Ilamé espacio
topoldgico, en la actualidad se conoce como espacio de Haudorff.
En esta parte del trabajo estudiaremos el concepto de topologia y de espacio topoldgico,
asi como las operaciones mas importantes que permitan construir unos espacios
topoldgicos a partir de otros e incursionar en la teoria de grafos, dado que la teoria de
grafos estd ligada a la topologia; histéricamente en la evolucion de la topologia se
estudian de manera muy intuitiva a través de tres teorias topologicas:
1) Lateoria de grafos.
2) La teoria de nudos
3) La teoria de superficies
La nocion de topologia es una generalizacion de alguna de las propiedades que poseen
los intervalos abiertos en la recta R, o los conjuntos abiertos en R"™, propiedades
independientes de otras presentes en R, 0 en R™, como la suma, el orden o la distancia.
Por lo que expondremos algunas de esas propiedades cualitativas que, haciendo
abstraccion de toda medida y magnitud, son fundamento de la topologia, por lo que
estamos en condiciones de definir el objetivo de estudio en topologia que son los espacios
topoldgicos
Definicion
Dado un conjunto X # ¢, decimos que T es una topologia definida sobre X si 7" es una
coleccion o familia de subconjuntos de X, (es decir T € P (X)) tales que:
i) ¢, XeT.
) SiGy,eT,Vaed 2 U{GpaecA}eT

lo que podemos escribirlo como

{GolacreT = U GpeT

axel
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Que literalmente se entiende como:
Si G, es una familia arbitraria de elementos de 7" la union de cualquier nimero de
conjuntos de T también pertenecen a 7.
iii) SiGy,Gy.,G, €T, Vi=12,..,n
=>n{G:i=12,..,n}eT

0 también podemos escribirlo como
n
G =[)Gier
i=1

Que literalmente se entiende como:
Si G; es una familia o coleccion finita de elementos de T la interseccidn de cualquier
numero de conjuntos de T también es finita y pertenecena 7
Nota
1) Aloselementos de la coleccion T se les Ilama abiertos de (X, ) o simplemente T —
abiertos
2) Al par formado por el conjunto total X y la topologia 7" se llama Espacio Topologico.
Por lo tanto (X, T) es un Espacio topoldgico.
3) Como en los espacios métricos, muchas veces al par (X,T") se le abrevia por X si T
se sobreentiende, teniendo en cuenta que T es una topologia distinta en cada caso.
4) SiG,eT Vaed= G, eT — abierto
Vamos a demostrar que una distancia d sobre un conjunto X # ¢ siempre define una
topologia sobre el conjunto X, de tal modo que todo espacio métrico es un espacio
topoldgico. Para ello se debe definir en un espacio métrico (X, d) el concepto de entorno
de un punto y de subconjunto abierto.
Definicion
Un subconjunto V' € X esun entorno de x € X,si 3r > 0 tal que B(x,r) €V
Definicion
Un subconjunto G < X es un abierto de (X, d), si es entono de todos sus puntos, es decir
sivVxeG3Ir>0tal que B(x,r) S G o equivalentemente si G se puede escribir como
unidn arbitraria de bolas abiertas
Propiedades de los conjuntos abiertos en un espacio métrico
Si llamamos T al conjunto de todos los abiertos de un espacio métrico (X, d), entonces
se verifica las siguientes

Propiedades
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) Ty, XeTy

Demostracion.

¢ € T; porque ¢ es abierto en (X, d) por lo tanto ¢ es d — abierto

X € T porque X es abierto en (X, d) por lo tanto X es d — abierto
i) (Ghiere Ty = | JGie

iel
Demostracion.
Si stGisﬂzi:ElasI:sta
iel
Como todos los G; son abiertos en (X, d), incluido el propio G, entonces 3 r > 0 tal

que

B(X,r) € G, < UGL-sZi

i)V Gy, G eTy =GN GyeTy
Demostracion
SixeGiN G, =2xeG; N xe@,
Como ambos son abiertos en (X, d), entonces existen dos radios r; > 0,1, > 0 tales
que
B(X,m) € G,y B(X,1,) € G,
Tomando r = min{ry, ,} para obtener
B(X,r) €GN G, Ty
Estas propiedades expuestas describen a los subconjuntos d — abierto, de un espacio
métrico (X, d), por lo que toda métrica induce de modo natural una topologia, es decir, si
(X, d) es un espacio métrico, también podemos considerarlo como un espacio topoldgico
(X,T;) donde todas las métrica asociadas a normas en R™ inducen la misma topologia
que recibe el nombre de topologia usual o normal, sin embargo, esta afirmacion no es
extensible a cualquier métrica sobre R™, sino exclusivamente a aquellas asociadas a
normas
Concretamente, la topologia usual sobre R es la topologia inducida por la distancia usual
Tusuat = Tdygyar
Ju=J3=U={G S R:G es U — abierto}

= {union arbitraria de bolas abiertas}
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En R", con n > 2, podemos considerar la topologia usual como la inducida por
dy,d, 0 dy Yy en general por cualquier otra distancia asociada a una norma, es decir, los
abiertos son uniones arbitrarias de bolas abiertas con cada una de esas métricas
Siempre que hablemos de un subconjunto de R™ sin especificar su topologia supondremos
que se trata de la topologia usual.
Ejemplo Definicion
1. SiX=RyU={G S R:GesU— abierto}
Se verificar que U es una topologia para R
Resolucion
Para que ‘U sea una topologia para R debe cumplir
) peUYX eU.
En efecto
¢ € U porque ¢ es U — abierto en (R, U) por lo tanto ¢ es U — abierto
X €U porque X es abierto en (R, U) por lo tanto X es U — abierto
i) {Gi}ic U = UGL-SU
iel
En efecto
Como {G;};+; € U = G; sonU — abiertos
=G U
= U G; son U — abiertos = U GieU
iel iel

i) VvGy,Gy, .. ,GoeU>G6G, N G,N..NGeU
n
:>ﬂGl ceUu
i=1

Como G4, Gy, ..., G, € U = G4, G5, ..., G, cada uno de los G; son ‘U — abiertos

En efecto

n n
= ﬂ G; son U — abiertos = ﬂ Gi U

Por lo tanto ‘U es una topologia en R y a esta topologia se le llama topologia usual o
normal, asi mismo (IR, U) es un espacio topoldgico sobre R y los elementos de U se
[lama abiertos de (R, U) o simplemente U — abiertos

Nota

Todo conjunto X # ¢, tiene dos topologias llamadas triviales:
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i) Una topologia Indiscreta o grosera, se representa por J cuyos unicos elementos son
los abiertos X y ¢.
Es decir 7 = {X, ¢} es la menor topologia posible, pues tiene inicamente los abiertos
exigidos por la definicion.
El par (X, 7) es un espacio topologico indiscreto o grosero sobre X y sus elementos se
les llama J — abiertos
ii) Otra topologia trivial es la topologia Discreta que se representa por D la cual esta
formada por todos los subconjuntos de X. Es decir ® = P(X) y es la mayor topologia
que puede definirse en un conjunto, en que todos sus subconjuntos son abiertos.
El par (X,D) = (X,P(X)) es un espacio topolégico discreto
Nota.
La topologia Indiscreta esta contenida en la topologia Discreta, es decir 7 < D,
Ejemplo
1. Asumamos que X = {1,2}, entonces
I={¢,X}yD={¢X.{1},{2}}
Jc®D
2. Sea X =R, U ={G c R:G es U — abierto}
EntoncesT = {¢p,R}; D=PX) ={G: G c R}
En esta topologia todos los subconjuntos de IR son abiertos
JcUucd
Ejemplo Definicion.
2. Sea X un conjunto finito (es decir X # ¢) y sea el conjunto
T =C c P(X) tal que:
T=C’={A CX:ACesfinitooA=¢}
Podemos afirmar que si
AeT =C o AesT = C — abierto

o {A =¢
A # ¢,es finito

entonces demostraremos que 7 = C es unatopologia para X, que se llama topologia cofinita
para X, por lo tanto el par (X, ) es un espacio topoldgico.
Demostremos que

T=C={A cX:ACesfinitooA=¢}

es una topologia para X.
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Demostracion
Vemos que es necesario chequera que 77 = € cumple las tres condiciones de la definicion de

topologia
i) ¢ T =C,pordefinicionde T =C
X eT = Csiesque X es finito, peroel X¢ = ¢

entonces X¢ = ¢ es finito

ii)Ad,eT=C,Viel = UAiST:C’

iel
En efecto
c
UAi£T=C S (UAi > es finito
iel iel

c
Probaremos que (U A; ) es finito
iel

Por la Ley de Morgan se cumple que

c

(U A ) =(ean*

iel iel

ComoA; eT =C,Viel = (A;)° esfinito Vi e I. Ademas
ﬂ(Ai)C C(ADE Viel

iel finito

= ﬂ(Al-)C es finito

iel
c
:(UAi > es finito
iel
= UA18T=C
iel

iii) Ay, Ay, ., Ay eT=C = | |4; eT=¢

n
i=1

En efecto

n n C
ﬂAieiT =C & <ﬂAi) es finito
i=1 i=1

n

c
Probaremos que (ﬂ Al-) es finito

i=1

Por la Ley de Morgan se cumple que
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n C n
(ﬂAi) = Jane
i=1 i=1

Como:A4;eT =CVi=12,..,n
= (4)¢ es finito,Vi=12,...,n

n
= U(Ai)c es finito
i=1

Puesto que la union de una familia finita de conjuntos finitos es finita

n c n
(ﬂ Ai> es finito = ﬂAi eT=¢C
i=1

i=1
T = C es una topologia para X
n
S ﬂAi cAc U A
i=1 iel
Daremos algunas definiciones que también usaremos en el presente trabajo
Definicion
Sea (X, 7) un espacio topologico
1. Un sub conjunto B c X se dice cerrado si su complemento es abierto. Por lo tanto, se
tiene que la unién de una cantidad finita de conjunto cerrados es cerrada y la
interseccion de una cantidad arbitraria de cerrados es cerrada.
2. Diremos que V es entorno de un punto x € X si se cumple que x ¢ A c V para algln
abierto A.
3. Un punto x € X es de acumulacion de un subconjunto A de X si todo entorno V de x
contiene algun punto de A diferente de x.
4. Un punto x € X es interior de un subconjunto A de X si existe un entorno V de x que
esta contenido en A.
5. Un punto x € X es frontera o borde de un subconjunto A de X si todo entorno V de x
intersectaa A y A¢
diferente de x
6. Una sucesion {x, : n € N} converge a un punto x € X
Si dado cualquier entorno V' de x existe un n,, tal que x,, € V paratodon = n,
Nota
En las definiciones anteriores puede sustituirse los entornos por entono abierto
Propiedades

Sea X un espacio topologico entonces se cumple
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1. Un sub conjunto A de X es abierto si y s6lo si todos sus puntos son interiores.

2. Un sub conjunto A de X es cerrado si y solo si contiene a todos sus puntos de
acumulacion.

3. Un sub conjunto A de X es cerrado si y s6lo si contiene a todos sus puntos frontera.

Definicion

Sea A un sub conjunto de X. Se define la clausura de A como la interseccion de todos los

cerrados que contienen a A. Se denota como CI(4) = A.

Definicion

Sea A un sub conjunto de X. Se define el interior de A como la unién de todos los abiertos

contenidos en A. Se denota como Int (4) =A , también como A°

Definicion

El conjunto de puntos frontera de A se llama frontera de A y se denota como fr (A) =

0A.

Nota

1. A es un conjunto cerrado, puesto que la interseccion de cerrados es cerrada, por lo
tanto es el minimo cerrado que contiene a A.

2. A" es un conjunto abierto, por lo tanto es el maximo abierto contenido en A

3. A es la union de A con el conjunto de puntos de acumulacién de A. Se dice que A es
cerrado si y sélo si coincide con su clausura

4, A’ es el conjunto de todos los puntos interiores de A. Se deduce que A es abierto si y
solo si coincide con su interior.

5. La clausura de la unién de finitos conjuntos es igual a la unién de las clausuras. Si

son infinitos conjuntos solo vale una contencion.

6. Setieneque A N B c A N B donde la contencidn es estricta

7. Se cumplen: (Z)C = (A9)%y (AC) = (A°)¢

Nota.

1. Una manera de crear artificialmente una topologia es dividir el conjunto en unos
cuantos trozos y hacer todas las uniones e intersecciones necesarias para que se
satisfaga la definicidn de topologia.

2. La propiedad de ser abierto o cerrado es independiente la una de la otra. Un conjunto
puede ser simultaneamente abierto y cerrado, abierto y no cerrado, cerrado y no abierto
0 ninguna de las dos propiedades
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3. En una topologia la interseccién infinita de abiertos o la unién infinita de cerrados no
tiene por qué ser un abierto o un cerrado respectivamente.

4. Si X es un conjunto finito, todos sus subconjuntos son abiertos con la topologia
Cofinita, por tanto esta pierde interés ya que coincide con la discreta.

5. Cuando Félix Hausdorff introdujo el concepto de Espacio Topoldgico en términos de
entornos, exigié una propiedad completamente natural, pero que en la definicién
general moderna se ha eliminado porque existen algunas topologias de interés que no
la satisfacen

Definicion

Se dice que un espacio topoldgico (X, F) cumple la propiedad

T, si cuando x , y son dos puntos distintos en X, existe un abierto que contiene sélo a uno
de ellos.

T, si cuando x , y son dos puntos distintos en X, existe un abierto U tal que x e U,y € U

T, si cuando u , v € X son dos puntos distintos, existe abiertos disjuntos U,V en X tal que
uslU,veVlV

Nota.

La propiedad T, se llama también propiedad de Hausdorff y los espacios que la cumplen

se llaman espacios de Hausdorff

Definicion.

Un espacio topologico (X, F) es de Hausdorff, o llamado también espacio T, si se cumple

que para todo par de puntos distintos x e y, de X existen F - entornos V de x y W de y

talesque VnNnW = ¢

Nota.

1. Si (X, F) es un espacio de Hausdorff entonces F se llama una topologia de Hausdorff
en X.

2. Si X es un espacio topoldgico de Hausdorff, entonces una sucesién converge a lo mas
a un punto.

3. Si (X,F) es un espacio de Hausdorff y p e X entonces el conjunto {p} es F —

cerrado.

4. Cuando Hausdorff introdujo el concepto de Espacio Topoldgico en términos de
entornos, exigidé una propiedad completamente natural, pero que en la definicion
general moderna se ha eliminado porque existen algunas topologias de interés que no

la satisfacen
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Enseguida veremos como generar topologias a partir de otras conocidas, lo que motiva a
la siguiente

Definicion

Decimos que B c P(X) es base de una topologia 73 de un conjunto X si cumplen:

i) La union de todos los elementos de B es X, es decir

X=UB

BeB

i) Dados B; y B, elementos de B y un punto x € By N B,
existe BdeBtalquexeB € B, N B,
Nota
1. Los B € B se llaman abiertos basicos
2. Si B es una base de una topologia de X y se define 77 como el conjunto de todas las
uniones de elementos de B mas el vacio, entonces 77 es una topologia de X, que se
Ilama topologia generada por B, se denota
T3={UcX,VxeU3AB, B talquex B, €U}
3. T es la minima topologia de X que contiene a todos los elementos de B, también se
dice en este caso que B es base de T
Definicion
Sea (X,T) un espacio topolégico y sea § < T una familia de subconjuntos abiertos de
X, entonces § es una subbase de la topologia 7" de X si y sélo si las intersecciones finitas
de elementos de § determinan una base de 7.
Definicion
Una funcion f:X — Y entre espacios topologicos (X, Tx) e (Y,Jy) es continua si
f7Y(A) e Ty paracada A £ Ty,
Nota
Obviamente la continuidad depende de las topologiasen X e Y.
Ejemplo
Si 71 y T, son topologias en un conjunto X, entonces la funcion identidad id: (X,7;) —
(X, T3) es continua si u solo si 7; D T3, en este caso diremos que la topologia 7; es méas
fina que 7,. Por eso cuando, cuando hay riesgo de confusion, escribimos f: (X, Tx) —
(Y,7y), para dar a entender con qué topologias estamos considerando dominio y

codominio.
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Definicion

Sean (X,7y) — (Y, T7y) espacios topologicos. Una funciéon f: X — Y es continua en x si
para todo entorno V de f(x) existe un entorno U de X tal que f(U) c V

Veamos algunas equivalencias

Sea f: (X, Tx) = (Y, Jy) , son equivalentes

1. f escontinua.

2. fescontinuaen x paratodo x € X

3. f71(C) es cerrado en Ty para cada C cerrado en Ty,

4. Para todo subconjunto A < X , se cumple que f(A4) 2 f(4)
Nota

Si X es un espacio métrico, la condicion que para todo subconjunto A < X, se cumple

que m > f(A) es equivalente a la nocion de continuidad por sucesiones.
Homeomorfismos

[6] La palabra homeomorfismo proviene el griego homonios = misma y morphé = forma.
En topologia es una funcion de un espacio topoldgico a otro que cumple con ser una
funcion biyectiva y continua y cuya inversa es continua. En este caso, los dos espacios
topoldgicos se dicen homeomorfos

Este concepto tiene mucha importancia en topologia, ya que dos espacios topoldgicos que
sean homomorfosis se pueden considerar iguales topoldgicamente.

En esta parte del trabajo investigaremos, la equivalencia topolégica; cuando se define una
estructura matematica sobre ciertos conjuntos, la igualdad de estas estructuras debe de
obligar a que los conjuntos subyacentes sean equivalentes. Asi las igualdades entre las
estructuras dadas deben realizarse a través de una funcion biyectiva, ademas de esta
condicién se debe de imponer que esta funcion y su inversa conserven la estructura. Asi
la igualdad topoldgica vendra dada por lo que se llama un homeomorfismo. En algunas
estructuras matematicas, como en los espacios vectoriales, si una funcion biyectiva f
conserva la estructura, automaticamente se deduce que su inversa £~ también lo hace,
sin embargo, esto no ocurre en los espacios topologicos.

[7]1 En matematica resulta esencial reconocer cuando dos estructuras son equivalentes, por
ejemplo, en la teoria de conjuntos, dos conjuntos son equivalentes si existe una funcion
biyectiva que transforma un conjunto en el otro. En el dlgebra dos grupos son equivalentes

o isomorfos, si existe un homomorfismo de uno al otro que es inyectivo y sobreyectivo.
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[8] En topologia dos espacios topoldgicos son equivalentes 0 homeomorfos Si existe un
homeomorfismo de uno sobre el otro.

En esta parte del trabajo investigaremos la equivalencia topoldgica; cuando se define una
estructura matematica sobre ciertos conjuntos, la igualdad de estas estructuras debe de
obligar a que los conjuntos subyacentes sean equivalentes. [9] Asi las igualdades entre las
estructuras dadas deben realizarse a través de una funcion biyectiva, ademas de esta
condicion se debe de imponer que esta funcion y su inversa conserven la estructura. Asi
la igualdad topoldgica vendra dada por lo que se llama un homeomorfismo. En algunas
estructuras matematicas, como en los espacios vectoriales, si una funcion biyectiva f
conserva la estructura, automaticamente se deduce que su inversa £~ también lo hace,
sin embargo esto no ocurre en los espacios topoldgicos. [10] En matematica resulta
esencial reconocer cuando dos estructuras son equivalentes, por ejemplo, en la teoria de
conjuntos, dos conjuntos son equivalentes si existe una funcién biyectiva que transforma
un conjunto en el otro. En el &lgebra dos grupos son equivalentes o isomorfos, si existe
un homomorfismo de uno al otro que es inyectivo y sobreyectivo. En topologia dos
espacios topologicos son equivalentes o homeomorfos Si existe un homeomorfismo de
uno sobre el otro.

Definicion.

Sean X e Y espacios topologicos y f una funcion de X a Y; entonces, f es un
homeomorfismo si se cumple que:

i) f esuna biyeccion

i) f escontinua.

iii) f~1es continua

También la podemos definir de la siguiente manera

Definicion.

Una funcidn biyectiva entre espacios topoldgicos se dice homeomorfismo si tanto f como
f~1 son continuas. En este caso decimos que los espacios son homeomorfos.

Definicion

Dos espacios topoldégicos X , Y se dicen que son homeomorfos si existe un

homeomorfismo f: X — Y, lo que denotaremos como:

X=vY opor XLY o (X, %) =(V,%)
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Nota

1. Llamaremos propiedad topoldgica a aquellas propiedades de un espacio topoldgico
que se preserva por homeomorfismos.

Es decir, la propiedad es cierta para todos los espacios homeomorfos f: (X, Tx) =
(Y,7y), al sustituir cada subconjunto y cada abierto por su imagen.

2. Esclaro que cuando f es un homeomorfismo, entonces un conjunto A es abierto en X
si y s6lo si su imagen es un abiertoen Y.

3. Dos espacios homeomorfos son exactamente el mismo objeto a los ojos de un
topologo.

Ejemplo.

1. Si consideramos en todos los casos la topologia usual de R o R2?, una recta es
homeomorfa a una parabola, una elipse homeomorfa a una circunferencia. La
composicion de homeomorfismos es también un homeomorfismo, por lo que se tiene
que la relacion "X e Y" son homeomorfos es de equivalencia.

2. Sean (X, Ty), (Y,Ty) espacios topologicosy f: X — Y una biyeccion, entonces probar
que f es un homeomorfismo si y solo si 7 es la topologia inicial de f en X.
Resolucion
Definiremos que es topologia inicial:

Si, f:X — (Y,7y), llamamos topologia inicial = T;,,;.;4; @ la topologia menos fina
que garantiza la continuidad de nuestra aplicacion f: (X, Tinicia) — (Y, Ty).
Ahora si la prueba la realizaremos mediante la doble implicacion
=)
Partiremos del hecho que f es un homeomorfismo, se debe probar que 7 es la
topologia inicial de f en X.
Sea primero A € T se quiere ver que A € Tiniciqr- Para ellos tenemos que:
As Ty entonces f(A) = (F D) 1A e Ty
pues f es abierto

Luego 4 = f_l(f(A)) € Tinicial

M

Ty
Falta probar que si A € T;p;ciq1 €NtONCES A € T sin embargo sabemos que T,,;ciqr €S 1a
topologia menos fina de X que hace continua a la aplicacion f luego por construccion
jznicial c 73(

(=)
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Ahora partiremos de que Ty = Tipicial
Falta ver que tanto f como £~ son continuas
Tomemos primero que si B £ 7; . Queremos ver que si f~1(B) & Tx.
Pero resulta que:
f‘l(g) € Tiniciar= Tx entonces f es continua.
7
Para ver si f 1 es continua elegimos A ¢ 7y luego
FH A=A =f(f'B)=BeT
. = f~! continua
Ae Ty = Tnicia © A= f1(B)
con B Ty
que es lo que se queria probar.
Ejemplo
1. Sea el conjunto X = (0,1), con la topologia usual y el conjunto Y = (a, b) con la

topologia usual, y consideremos el siguiente grafico

v

Analizar si los espacios (X, T,cua), (Y, Toisuar) SON homoeomorfos.

Resolucion
Se debe definir una funcién que relacione a los dos conjuntos, tal como

f)=y=0b-ax+a
Se trata de una funcion lineal, como se sabe esta funcion
f es continua, por ser lineal
f es biyectiva, por ser lineal
f~1 es continua, por ser lineal
Por lo tanto se ha probado que (0,1) y (a, b) son homeomorfos.

2. Es el intervalo conjunto X = (— gg) homeomorfo al conjunto R.
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Resolucion

Se debe buscar una funcion que relacione a los dos conjuntos, en este caso la funcion

sera la tangente es decir f = tag: (—%%) — R que es una funcién continua y

biyectiva, ahora hay que ver la inversa de la tangente que esel tag™! = arctag: R —
(=35 pero

el arctag es continua, por lo que se puede afirmar que (— gg) ~ R

3.Dados los siguientes espacios topoldgicos (Q,Tysuar) Y (R, Tsuar), Seran
homeomorfos
Resolucion
Debemos de encontrar una funcién que relacione a los dos conjuntos, y establecer una
funcion que relacione a ellos es muy complicado, entonces aprovechamos el hecho de
dos espacios son homeomorfos si se comportan de la misma manera es decir son
espacios equivalentes, por lo que deben tener la misma cantidad de elementos, pero
sabemos que ambos conjuntos no tienen el mismo cardinal, por lo que podemos afirmar
que Q # R, por no tener el mismo cardinal
Entonces es aca donde empiezan a jugar la importancia de los invariantes topolégicos.
Asi mismo recuerden que

IN| = |Z| = |Q| = Ry = Alef sub cero
IR| = |I| =8, = Alef sub uno

4. Tomemos el siguiente conjunto X = {1,2,3,4} y construyamos en el dos topologias
T={X,¢,{1,2,}} yu={X, ¢,{1,2},{3,4}}, analizar si estos espacios (X,n) y (X,T)
son homeomorfos.
Resolucion
Debemos de establecer una funcién que relacione a ambos conjuntos, para lo cual
tomemos la funcion identidad iy: (X,u) — (X,T) entonces sabemos que
ix: €s biyectiva, la identidad siempre biyectiva
ix: €s continua, recordemos para que sea continua debemos tomar u abierto en la imagen
y debo de encontrar un abierto en la pre imagen, entonces lo que tenemos que hacer es
tomar la imagen reciproca es decir ix?!

ix!X)=Xep
ix'(¢) = eu
i (12D = {12} e p
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entonces tenemos que iy: es continua.
Tenemos que ver ahora, si su inversa iz en continua
Recuerden que su inversa actua de la siguiente manera tomar abiertos de la pre imagen
y obtener abiertos en la imagen. Es decir, calcular la imagen reciproca de la inversa, es
decir si tomamos A e u entonces (ix1)1(A) = iy(A) =AeT
Ennuestro caso {3,4}eu - (i) 1({3,4}) =ix((34) =(34}¢ T
Por lo tanto ix® no es continua, por lo que los espacios (X,u) y (X,7 ) no son
homeomorfos.
Teoria de Grafos y Aplicaciones
Estudiaremos lo concerniente a la Teoria de Grafos, empezaremos comentando que en
matematica y en ciencias de la computacion, la teoria de grafos Ilamada también teoria
de las graficas, estudia las propiedades de los grafos o graficas.
Definicion
[11] Un grafo es un conjunto no vacio, de objetos llamados vértices o nodos y una
seleccion de pares de Vvértices, llamados aristas o edges (en inglés) que puede ser
orientados o no. Usualmente un grafo se representa mediante una serie de puntos que son
los vértices conectados por lineas llamada aristas.
Algo de Historia
[12] En 1736, el trabajo de Leonhatd Euler, sobre el problema de los puentes de
Konigsberg es considerado el primer resultado de la teoria de grafos, también se considera
uno de los primeros resultados topoldgicos en geometria, que no depende de ninguna
medida. Este ejemplo ilustra la profunda relacion entre la teoria de grafos y la topologia.
En 1845 Gustav Kirchhoff publico sus leyes de los circuitos para calcular el voltaje y la
corriente en los circuitos eléctricos.
En 1852 Francis Guthrie planted el problema de los cuatro colores que plantea si es
posible, utilizando solamente cuatro colores, colorear cualquier mapa de paises de tal
forma que dos paises vecinos nunca tengan el mismo color. Este problema, que no fue
resuelto hasta un siglo después por Kenneth Appel y Wolfgang Haken, puede ser
considerado como el nacimiento de la teoria de grafos. Al tratar de resolverlo, los
matematicos definieron términos y conceptos teoricos fundamentales de los grafos.
Grafo
Un grafo es una estructura formada por una pareja de conjuntos y una funcion de

incidenciatal como G = (V, 4, ¢),, donde V es el conjunto de vértices diferentes el vacio,
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A es el conjunto de aristas, este Ultimo es un conjunto de pares de la forma (u, v) tal que
wveV,yp:A - V®, donde V? es el conjunto formado por subconjuntos de 1 0 2
elementos de V que son los extremos de la arista, para simplificar, notaremos la arista
(a, b) como ab. En teoria de grafos, s6lo queda lo esencial del dibujo: las formas de las
aristas no son relevantes, solo importa a qué vértices estan unidas. La posicion de los
vértices tampoco importa, y se puede variar para obtener un dibujo mas claro.
Muchas redes de uso cotidiano pueden ser modeladas con un grafo, una red de carreteras
que conecta ciudades, una red eléctrica o la red de drenaje de una ciudad.
Ejemplo
Sea el grafo G = (V, A4, ) donde:V = {v,,v,,v3,v4, 05}, A=1{ay,a3,a3a,as} y la
funcién de
incidencia

p(a,) = {vy,v,},

p(az) = {vs}

@(az) = {vs, v},

@(as) = {vy,v3},

@(as) = {vy, v}

—& ®

Nota.
En la definicion de grafo, no especifica la longitud, la forma ni la posicion de la de la
arista, ni especifica el orden o ubicacion de los vértices, es decir no existe un anico

diagrama, lo importantes es como se vinculan los vértices a través de las aristas

@ as . maz
o>®  °
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Definicion de:

Vértice.

Los vértices constituyen uno de los dos elementos que forman un grafo. Como ocurre con
el resto de las ramas de las matematicas, a la teoria grafos no le interesa saber que son los
vértices. Diferentes situaciones en las que pueden identificarse objetos y relaciones que
satisfagan la definicion de grafo pueden verse como grafo y asi aplicar la teoria de grafos
en ellos.

Vértices adyacentes

El vértice v; es adyacente al vértice v; si y solo si existe una arista a, € A tal que ¢(a,) =
(vi, v}), esto significa que dos vértices son adyacentes si estan unidos por al menos alguna
arista.

Ejemplo

v, es adyacentes a v, y v, , PEro no a v,

Vértice aislado.
El vértice v; es aislado si y solo si V v, € V, si v; # v, v; no es adyacente a vy,.

Ejemplo

as
1

%

@

vg es aislado
Aristas incidentes a un vértice.
a; es incidente a vy, si y solo si vy, € @(a;) , esto significa que son aristas que tienen a

dicho vértice por extremo
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Ejemplo

as
a;

5

©,

Las aristas a;, a, y as son incidentes en el vértice v,

Aristas adyacentes

La arista a; es adyacente a a;, si ysolosi |p(a;) N @(a,)| =1
Esto significa que son aristas que tienen un Gnico vértice en comdn
Ejemplo.

as
1

5

“ ©,
Las aristas a,, az son adyacentes ya que el Gnico vértice en comun entre ambas es v,.
Aristas paralelas
La arista a; es paralela a a; si 'y solo si ¢(a;) = ¢@(ay), es decir tiene la misma funcion
de incidencia, es decir son aristas que ahora comparten los mismos vértices.

Ejemplo

Las aristas a,, ag son paralelas ya que ambas estan comprendidas en los vertices v, y
V5.

Bucles o Lazos

La arista a; es bucle o Lazo si y solosi [¢(a;)| = 1. Esto significa que son las aristas con

ambos extremos en el mismo vértice
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La arista a, es Bucle, pues sus dos extremos son el vértices v

Aristas Dirigidas.

En algunos casos es necesario asignar un sentido a las aristas

Ejemplo

Si se quiere representar la red de las calles de una ciudad con sus direcciones Unicas. El
conjunto de aristas sera ahora un subconjunto de todos los ares ordenados de vértices con
(a,b) # (b,a). Los grafos que contienen aristas dirigidas se denominan grafos

orientados, como el siguiente

o] %

p

\f

Aristas no Orientadas

Las aristas no orientadas se consideran bidireccionales para efectos practicos, esto

equivale a decir que existen dos aristas orientadas entre los nodos, cada una en un sentido.

En el grafico anterior se ha utilizado una arista que tiene sus dos extremos idénticos: es

un lazo o blucle, y aparece también una arista bidireccional y corresponde a dos aristas

orientadas. Aqui V ={a, b, c,d, e}
A={a,c),(d,a),(d,e),(ae),(be),(ca),(cc)(dDb)}

Se considera la caracteristica de grado (positivo 0 negativo) de un vértice v y se indica

como (v), como la cantidad de aristas que llega o salen de él; para el caso de grafos no

orientados, el grado de un Vértice es simplemente la cantidad de aristas incidentes a este

vértice.

Por ejemplo, el grado positivo (salida) de d es 3, mientras que el grado negativo (llegada)

de d es 0. Segun la terminologia seguida en algunos problemas clasicos de Investigacion

Operativa, como por ejemplo en el problema del flujo méximo, a un vértice del que solo

salen aristas se le denominan fuente, en el ejemplo anterior, el vértice d, tiene grado
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negativo 0. Contrariamente aquellos en los que sélo entran aristas se les denomina pozo
0 sumidero, en el ejemplo anterior, el vértice e, tiene grado positivo 0.

Grafo simple

G es un grafo simple si y s6lo si no tiene aristas paralelas ni bucles. Esto equivale a decir
un grafo es simple si lo mas existe una arista uniendo dos vértices o que una arista
cualquiera es la Unica que une dos Vértices especificos.

Un grafo que no es simple se denomina multigrafo.

Es un grafo simple

Contra ejemplo

g(y

No es simple pues tiene aristas paralelas y Bucles

Relacion de Conexion

Dado un grafo G = (V, 4, ¢) se llama relacion de conexion a la relacion que se define en
el conjunto de vértices donde un vertice se relaciona con otro (v;Rv;) si y solo si existe
un camino de v; av; 0 v; = v;

Esta relacion es reflexiva, cumple la simetria y transitiva, es de equivalencia, por lo tanto,
podemos obtener el conjunto cociente, y se pueden hallar las clases de equivalencia que
se llaman en este caso componentes conexas.

Grafos Conexos

Un grafo es conexo si cada par de vértices esta conectado por un camino; es decir, si para

cualquier par de vértices (v;, v;), existe al menos un camino posible desde v; hacia v;.
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1° Grafo Conexo 2°. Grafo No Conexo

El 1° Grafo es conexo ya que desde cualquier vértice se puede llegar a cualquier otro
vértice a través de un camino

El 2° Grafo no es conexo, pues por ejemplo no existe ningn camino entre los vertices
V1Y Vs

Grafo doblemente conexo

Un grafo es doblemente conexo, si cada par de vértices esta conectado por al menos dos
caminos disjuntos, es decir; ex conexo y no existe un vértice tal que al sacarlo el grafo
resultante sea disconexo. Es posible determinar si un grafo es conexo usando un algoritmo
Busqueda en anchura (BFS) o Busqueda en profundidad (DFS).

En terminos matematicos la propiedad de un grafo de ser fuertemente conexo permite
establecer con base en €l una relacion de equivalencia para los vértices, la cual lleva a una
particion de éstos en “componentes fuertemente conexas” cuando se consideran como
grafos aislados. Esta propiedad es importante para muchas demostraciones en teoria de
grafos.

propiedad es importante para muchas demostraciones en teoria de grafos.

Grafos Regulares

Un grafo es regular son aquellos en donde cada vértice tiene el mismo grado k que un
namero natural o cero

Grafo k Regular

Un grafo es k RegularsiysélosivVveV:g(v) =k, conk =N,

Ejemplo

Sea el grafo




Este grafo es 2 - regular pues todos sus vértices son de grado 2

Grafos Completos

Un grafo es completo si existen aristas uniendo todos los pares posibles de vértices. Es
decir todo par de vértices (a, b) debe tener una arista e que los une. El conjunto de los
grafos completos es denominado usualmente K, siendo K, el grafo completo de

n vertices.

. i . -1 .
Un K,, es decir, grafo completo de n vertices tiene exactamente % aristas

La representacion grafica de los K,, como los vértices de un poligono regular da cuenta
de su peculiar estructura.

Grafos Completos K,

SeaneN:

K,=W,A4¢),VoweV,vw,& JacA: ¢pla) ={v,w}

Es decir los K,, son grafos simples de n vértices en los cuales cada vértices es adyacente
a todos los demas.

Ejemplos

@ 7

Grafo K5 Grafo K,

Grafo Kg

Grafos Bipartitos

Un grafo G = (V, A, @) donde sus vértices V = {v,, vy, ..., }, A={a;,a;,...,an}
es bipartito si puede expresarse como

G={V=V,uV,A},con V; #¢,V, # ¢
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Es decir, sus vértices son la union de dos grupos de vértices, bajo las siguientes

condiciones

1. V; NV, = ¢ (son disjuntos y no vacios)

2. Cada arista de A une un vértice de V; con uno de V5,

3. No existen aristas uniendo dos elementos de V;; analogamente para V,. Es decir
VaieA: o(a;) ={v;,v}conv; eV, v eV,

Bajo estas condiciones, el grafo se considera bipartito y puede describirse informalmente

como el grafo que une o relaciona dos conjuntos de elementos diferentes como aquellos

resultantes de los ejercicios y puzles en los que debe unirse un elemento de la columna A

con un elemento de la columna B

Ejemplo

Consideremos el siguiente grafo, cuyo conjunto de vérticeses: V = {v;,v,,v3, V4, Vs }

Las celdas las podemos elegir de la siguiente manera
Vi ={v1,v2,v3} , Vo = {v,,vs}
El grafo es bipartito.
Grafos Bipartitos Completos
Los que se denotaran como K, .,
Son los grafos bipartitos de n + m vértices, con todas las aristas posibles.
Ejemplos
Kpm = K32 =9
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La cantidad de aristas de un grafo es el producto de n x m

Kpm =33=9

Representacion Matricial de Grafos

Los grafos se van a representar en forma matricial, para ello sea G = (V, 4, ¢) un grafo
donde los vértices V = {v;, vy, ..., ), Y las aristas A = {a4, a,, ..., a,, }, con esto
definiremos dos matrices

Matriz de Adyacencia y Matriz de Incidencia.

Matriz de Adyacencia

Sea G = (V, A, @) un grafo con vértices V = {v;,v,, ..., 1), y las aristas A =

{aq,a,, ...,a,n}, la matriz de adyacencia pide que sea una matriz Booleana de orden n x
n (cuadrada) y cada elemento

{1 ,SL v; es adyacente a v;
m;; = .
Y 0 ,siv; no es adyacente a v;

es decir

1,siv; es adyacente a v;
Ma(G) cuyos elemtos m;; = { .

0 ,siv; no es adyacente a v;
Esto significa que la matriz de adyacencia es una matriz cuadrada, las filas y las
columnas representan los vértices y los valores de los elementos son 1 si ambos vértices
son adyacentes y 0 en caso de no serlo
Ejemplo
Dado el grafo
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En este grafo tenemos 5 vértices significa que la matriz de adyacencia sera de orden 5 x
5, la vamos a ubicar en forma creciente v, v, , v3, v,, V5. Entonces la matriz de
adyacencia la formamos por ejemplo con

El vértice v, es adyacente con vy, v,, Us

El vértice v, es adyacente con vy, v3, v,

El vértice v, es adyacente con vy, v, vg

El vértice v, es adyacente con vy, v,, V3, Us

El vértice vs es adyacente con vy, v3, v,

Entonces la matriz adyacente G es

[01011]
|1 011 0]
Ma(G)=10 10 1 1l
1110 1]
[10110J

Matriz de Incidencia

Sea G = (V, A, @) un grafo con vértices V = {vy,v,, ...,v,), Y las aristas A =

{a4,a,, ...,a,y}, la matriz de incidencia es una matriz Booleana de orden n X m (no
necesariamente cuadrada) donde las filas representan a los vértices y las columnas a las
aristas, cuyos elementos también pueden ser 1 0 0, por lo que

{1 ,SLv; es extremo de q;
m;; = .
Y 0,si v; no es extremo de a;

Es decir

1,siv; es extremo de a;

Ma(G) cuyos elemtos m;; = { .
(G) cuy Y 0,siv; no es extremo de a;

Esto significa que la matriz de Incidencia es una matriz rectangular, las filas representan

los vértices y las columnas representan las aristas y valores de los elementos son 1 si

v; es extremo de la arista a; y 0 en caso de no serlo

Ejemplo

Dado el grafo ag
@ a, @ a;
aq a

as

4 lgg
@) (@)
as
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En este caso los vértices son 5y las aristas son 8, es decir la matriz de Incidencia es de
orden 5 x 8, lo que nos conviene llenarla en forma vertical. Entonces la matriz de
adyacencia la formamos por ejemplo con

La arista a, esta entre los vértices vy, v,

La arista a, esta entre los vertices v, vg

La arista a3 esta entre los vertices v,vs

La arista a, esta entre los veértices v, v,

La arista as esta entre los vértices v, vs

La arista a4 esta entre los vértices v, v,

La arista a, esta entre los vértices v;v,

La arista ag esta entre los vertices vy vg

[1 10100 00]
[101 0010 0]
Entonces la matriz de IncidenciaGes Mi(G) =10 0 1 0 0 0 0 1
00011110
01001001

Grado o Valencia de cada Vértice

Sea el grafico G = (V, 4, ¢). El grado o valencia de cada vértices es una funcion grado
g:V -» N, que se aplica a los vértices y nos devuelve la cantidad de vértices que
inciden, si fuera un bucle, se cuenta dobles, es decir

g:V - N, /g(v;) = cantidad de aristas incidentes en v;

Nota.

Los bucles se cuentan doblemente

Ejemplo

a
a ()
[ ©
(@) N
M@m @

Los grados de los vértices son

Grado del vértice v4: g(v,) =3
Grado del vértice v,: g(v,) = 3
Grado del vértice vs: g(v3) = 3

Grado del vértice v,: g(vy) =1

Grado del vértice vg: g(vs) =0
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Propiedad
En todo grafo se cumple que la suma de los grados de los vértices es igual al doble de la
cantidad de aristas

Simbodlicamente

> gwd =2l4l
Ejemplo

a

a (%)%
5 a,
() )

@ ®

g(y) = 3)
g(,) = 3|
g(vs3) = 3¥
gvy) = 1|
gws) =0

5
Zg(vi)=3+3+3+1+0=10=2|A|=2(5)=1O
i=1

Ejemplo
¢Cudl es la cantidad total de veértices de un grafo que tiene 2 vértices de grado 4, uno de
grado 3, 5 de grado 2, y el resto colgantes (de grado 1) sabiendo que en total hay 12
aristas?
Resolucion
Para resolver este ejemplo usaremos la propiedad anterior es decir sumemos todos los
grados de vértices
Propiedad anterior: 2.4 + 1.3 + 5.2 + x.1 = 2.12 resolviendo

21 +x =24 - x = 3 (cantidad de vértices colgantes)
Por lo tanto la cantidad total de vérticeses=2+1+5+3 =11

Una forma posible de dibujar este grafica seria

Ay
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Caminos y Ciclos en grafo

Un Camino: Es una sucesion de aristas adyacentes

Un Ciclo o Circuito:

Un ciclo es una sucesion de aristas adyacentes, donde no se recorre dos veces la misma
arista y donde se regresa al punto inicial. Es decir, es un camino cerrado (vértice inicial
= vértice final).

Longitud de un Camino: Es la cantidad de aristas que lo componen

Camino Simple. Si todos los Vvértices son distintos

Ejemplo

En el siguiente grafo G = (V, 4, ¢),conV ={1,2,3,4,5,6,7}, A =

{a,b,c,d,e, f,g,h,i,j}, busquemos caminos entre los vértices 1 y 6 e indiquemos la

longitud de cada uno de ellos

PN
o O,
\j(@/ g

Nombraremos algunos caminos posibles y su longitud
Un posible caminode 1 a 6 seria C; = {1;a,2;b,3; f, 6}
Longitud de Cy:lon [C;] = 3

Este es un camino simple (no repite ningln vértice)

Otro posible camino de 1 a 6 seria
/® o%
a y /
@ G e
i h

C, ={1;i,4;j,4;h,3;¢,5;e,6}
Longitud de C,:lon [C,] =5

Este no es un camino simple (se repite el vertice 4)

Otro posible camino de 1 a 6 seria
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C3;={1;a,2;b,3;h,4;i,1}
Longitud de C5: lon [C3] = 4
Es un camino cerrado, asi mismo es un ciclo simple (no repite ningln vértice)

Veamos otro ciclo

C,=1{3;¢c5;¢e,6;f,3}
Longitud de C,: lon [C4] = 3
Es un camino cerrado, asi mismo es un ciclo simple (no repite ningln vértice)

Otro posible camino de 1 a 6 seria
/@ o%
a V /
o G e
i h

Cs={1;a,2;b,3;c,5;e,6;f,3;h,4;i,1}

Longitud de Cs:lon [Cs] = 7
Es un camino cerrado, asi mismo es un ciclo no simple (no repite ningdn vertice
3)

Caminos y Ciclos Eulerianos

Existen algunos caminos y ciclos especiales, se llaman Eulerianos
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Caminos de Euler

Se Ilama camino es de Euler a los caminos que pasan por todas las aristas solo una vez.
Ciclo de Euler

Se llama ciclo de Euler a los ciclos que pasan por todas las aristas solo una vez.

Nota

[13] Un grafo tiene un camino Euleriano si y solo si es conexo y todos los vértices tienen
grado par, 0 a lo sumo dos tienen grado impar. Esto es una condicion necesaria y
suficiente

Un grafo tiene ciclo Euleriano si y s6lo si es conexo y todos los Vvértices tienen grado par
A qué se debe esto, a que cada vez que pasamos por un vertice estamos entrando con un
grado y saliendo con otro ya estamos utilizando dos grados y si lo volvemos a pasar
tendriamos 4 y asi sucesivamente tenemos 6, por eso todos los grados deben ser pares.
Ejemplo

Veamos el siguiente grafo, analicemos cual es el grado de cada vértice

g(wy) =2
gwy) =4
gws) =4
g(wy) =3
g(ws) =3

Este grafo no tiene ciclo Euleriano, pues hay dos vértices de grado impar 3. Tiene s6lo
camino Euleriano.

Ejemplo

Veamos el siguiente grafo, analizar cuales el grado de cada vértice

Resolucion

a‘:’x: D

g(vy) =2
g(wy) =4
gw3) =4
g(vy) =2
g(vs) =4
g(we) = 4
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Este grafo tiene ciclo Euleriano, pues todos sus vertices tienen grado par

Caminos y Ciclos Hamiltonianos

Camino Hamiltoniano. Es el camino que pasa por todos los vértices una sola vez, y no
se impone regresar al punto de partida

Por ejemplo, en el juego de Ajedrez, un caballo puede recorrer todas las casillas de un
tablero de ajedrez sin pasar dos veces por la misma

Ciclo Hamiltoniano. Es un ciclo simple que pasa por todos los vértices una sola vez,
excepto el vértice que parte y al cual llega.

Por ejemplo, en un museo grande, al estilo del Louvre, lo idoneo seria recorrer todas las
salas una sola vez, esto es buscar un ciclo hamiltoniano en el grafo que representa el
museo donde los Vvértices son las salas y las aristas los corredores o puertas entre ellas.

Ejemplo de un ciclo hamiltoniano en el grafo del dodecaedro

@@= =® ®
G on o = =

Ejemplo. El siguiente gafo, tendrd camino de Hamilton

Un posible ciclo hamiltoniano es: {A, B, D, F, E, C, A}

Nota

Hoy en dia, no se conocen métodos generales para hallar un ciclo hamiltoniano en tiempo
polinémico, siendo la bdsqueda por fuerza bruta de todos los posibles caminos u otros
métodos excesivamente costosos. Existen, sin embargo, métodos para descartar la

existencia de ciclos hamiltonianos en grafos pequefios
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Estructuras de datos en la representacion de grafos.
Existen diferentes formas de almacenar grafos en una computadora. La estructura de
datos usada depende de las caracteristicas del grafo y el algoritmo usado para
manipularlo.
Entre las estructuras mas sencillas y usadas se encuentra las listas y las matrices, aunque
frecuentemente se usa una combinacion de ambas. Las listas son preferidas en grafos
dispersos porque tienen un eficiente uso de la memoria. Por otro lado, las matrices
proveen acceso rapido, pero pueden consumir grandes cantidades de memoria.
Estructuras de listas
Sefalaremos dos
1. Lista de incidencia.
Las aristas son representadas con un vector de pares ordenados, si el grafo es dirigido,
donde cada par representa una de las aristas
2. Lista de adyacencia.
Cada Vértice tiene una lista de vertices los cuales son adyacentes a él. Esto causa
redundancia
en un grafo no dirigido, dado que A existe en la lista de adyacencia de B y viceversa.,
pero
las busquedas son més rapidas, al costo de almacenamiento extra.
En esta estructura de datos la idea es asociar a cada veértice i del grafo una lista que
contenga todos aquellos vértices j que sean adyacentes a él. De esta forma solo reservara
memoria para los arcos adyacentes a i y no para todos los posibles arcos que pudieran
tener como origen i. El grafo, por tanto, se representa por medio de un vector de n
componentes, si |V| =n donde cada componente va a ser una lista adyacente
correspondiente a cada uno de los vértices del grafo. Cada elemento de la lista consta de
un campo indicando el vértice adyacente. En caso de que el grafo sea etiquetado, habra
que afadir un segundo campo para mostrar el valor de la etiqueta.
Estructuras matriciales
Consideremos dos
1. Matriz de incidencia.
El grafo esta representado por una matriz de A aristas por V vértices, donde (arista,
vértices) contiene la informacién de la arista (1- conectado, 0 - no conectado).
2. Matriz de adyacencia.
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El grafo esta representado por una matriz cuadrada M de tamafio, donde es el nimero
de vértices. Si hay una arista entre un vértice x y un vértice y , entonces el elemento
es 1, de lo contrario, es 0.
Subgrafo
Un subgrafo de un grafo G es un grafo cuyos conjuntos de vértices y aristas sob
subconjuntos de los de G. Se dice que un grafo G contiene a otro grafo H si algin subgrafo
de G es H o esisomorfo a H (dependiendo de las necesidades de la situacién) . EIl subgrafo
inducido de G es un subgrafo G' de G tal que contiene todas las aristas adyacentes al
subconjunto de vértices de G
Definicion
SeaG = (V,A).G' = (V',A") se dice subgrafo de G si
1. VeV
2. AAcA
3. (V',A") esun grafo
Nota
SiG' = (V',A") es subgrafo de G, para todo v € G se cumple
gr (G',v) < gr (G,v)

L ]
b b of
f e®
C e

Grafico G4 Grafico G,
Grafico G, es subgrupo de G;

Aplicaciones

[14] Gracias a la Teoria de grafos se pueden resolver diversos problemas como por
ejemplo la sintesis de circuitos secuenciales, contadores o sistemas de apertura. Se utiliza
para diferentes areas, por ejemplo, Dibujo Computacional, en todas las areas de
Ingenieria.

Los grafos se utilizan también para modelar trayectorias como el de una linea de autobls
a través de las calles de una ciudad, en el que podemos obtener caminos 6ptimos para el

trayecto aplicando diversos algoritmos como puede ser el algoritmo de Floyd.
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Para la administracién de proyectos, utilizando técnicas como PERT (Técnicas de
evaluacion, y revision de programas) en la que se modelan los mismos utilizando grafos
y optimizando los tiempos para concretar l1os mismos.

La teoria de grafos también ha servido de inspiracion para las ciencias sociales, en
especial para desarrollar un concepto no metaférico de red social que sustituye los nodos
por los actores sociales y verifica la posicion centralidad, e importancia de cada actor
dentro de la red. Esta medida permite cuantificar y abstraer relaciones complejas, de
manera que la estructura social puede representarse graficamente. Por ejemplo, una red
social puede representar la estructura de poder dentro de una sociedad al identificar los
vinculos (aristas), su direccion e intensidad y da idea de la manera en que el poder se
trasmite y a quienes

Los grafos son importantes en el estudio de la biologia y héabitat.

El vértice representa un habitat y las aristas o edges, representan los senderos de los
animales o las migraciones. Con esta informacion, los cientificos pueden entender como

esto puede cambiar o afectar a las especies en su habitat.
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IV. DISCUSION

Los resultados que se desprenden del presente trabajo se ven reflejados en las aplicaciones
de otras ramas matematicas que son esenciales y estan ligados en los razonamientos de la
geometria diferencial, analisis, algebra, analisis matematico e investigacion operativa.
Pero es ademéas una herramienta indispensable en fisica, fisica quimica, medicina,
biologia, la genética, informatica, teoria de redes, teoria de juego, teoria de grafos, etc.
Un grafo es un conjunto de puntos, llamados vértices, algunos de los cuales estan ligados
entre si por medio de lineas, denominadas las aristas. Los grafos no solo son utiles a los
matematicos puros, sino también a ingenieros, en la representacion de circuitos eléctricos,
para los célculos tedricos de particulas elementales, en economia, por sus aplicaciones en
investigacion operativa, cuyo estudio nos conduce a la llamada topologia de la red.

En topologia se trabajé con los mismos objetos que en la teoria de grafos, pero de modo
distinto, en topologia, un circulo es equivalente a una elipse; una bola no se distingue de
un cubo; se dice que la bola y el cubo son objetos topolégicamente equivalentes, porque
se pasa de uno al otro mediante una transformacion continua y reversible.

La teoria de grafos es parte de la matematica discreta y la tropologia tiene que ver mas
con lo “continuo”, por lo que se propuso revisar la relacion entre topologia y la teoria de
arboles, considerando a un &arbol como un conjunto parcialmente ordenado con la
propiedad de que todo segmento inicial esta bien ordenado, pero analizando un poco mas,
se puede ver que muchos grafos son arboles.

En un grafo, la distancia entre dos vértices es el menor numero de aristas de un recorrido

entre ellos.
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V. CONCLUSIONES

Los estudiosos de la ciencia y de las matematicas establecen el inicio de la Teoria de
Grafos con el trabajo de Euler (1736). En 1852, Francis Guthrie formulé el problema de
los cuatro colores para colorear un mapa cartografico, que hizo que un gran nimero de
matematicos, tales como Cayley, Hamilton, De Morgan, Kemple, Tait 0 Ramsey, se
preocupasen por estudiar y desarrollar la Teoria de Grafos, sin embargo, se tardé mas de
un siglo en demostrar su resultado (Appel y Haken 1977a, b), lo requirié del uso de
ordenadores potentes para su consecucion.

Por otra parte, Hierholzer (1873) proporcioné una caracterizaciéon de los grafos
denominados eulerianos como aquellos que son conexos y todos sus nodos tienen
valencia par.

El término grafo es introducido por primera vez en el trabajo de Sylvester (1878)

Con la Teoria de Grafos se puede optimizar la ruta inicial a través de cambios de
secuencias visitadas planteadas de una ruta inicial, demostrando que pueden mejorarse
dicha ruta mediante el algoritmo del problema del viajante y utilizando tres factores como
kilometro, tiempo y coste, con lo que la gestion de rutas es una de las areas de gestion de
una empresa que permite reducir costos si se optimizan eficientemente.

Buscamos representar de forma visual conjuntos de datos abstractos en forma de nodos o
vértices y la unién o relaciones que estas pueden tener con otros nodos a través de aristas,
gracias a la teoria de grafos se pueden lograr grandes avances en el anélisis de amplios
volimenes de data

En la actualidad, la Teoria de Grafos permite esquematizar y resolver muchos problemas
en diferentes campos de la ciencia y la tecnologia, en particular, también se viene
utilizando dicha teoria para modelar y resolver diferentes problemas referidos a la
eficiencia del transporte.

En las ciencias de la computacion hay una serie enorme de fendmenos que se pueden
modelar como grafos, por lo que se pueden aprovechar las propiedades matematicas de
los grafos para estudiarlos desde un punto de vista tedrico preciso y luego, aplicar
mecanismos de optimizacion sobre estos fendmenos.

Asi mismo del trabajo realizado podemos concluir que dentro de las aplicaciones de la
topologia, tenemos la topologia algebraica, particularmente a través de la denominada
topologia digital, que posee numerosas aplicaciones en informética gréfica, robdtica o

procesamiento de imagenes digitales (utilizado a su vez en control automatico de calidad,
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lectura automatica de documentos, radiologia, meteorologia, geologia, etc.). En teoria de

sistemas dinamicos, el estudio de las propiedades cualitativas (topoldgicas) de los

modelos permite hacer predicciones certeras sobre el comportamiento de los sistemas
observados. La teoria de homotopia se ha descubierto con una herramienta indispensable
en fisica

1. para clasificar formas de objetos como solitones, vortices, etc.;

2. en estudio de cristales liquidos, sustancias que exhiben la dualidad solido-liquido, es
decir que, simultaneamente, poseen propiedades de los liquidos (fluidez y viscosidad)
y propiedades dpticas que se parecen de modo asombroso a las de los cristales;

3. para la clasificacion de defectos y texturas en medios ordenados, como los cristales.
Ademas, fisicos y quimicos se centran en la teoria de casi-cristales, aleaciones
metalicas, donde la disposicion de los &tomos es regular, como en un cristal, pero
aperiddica. Las teorias de grafos y de mosaicos proporcionan modelos de difraccion
para los sélidos casi-cristalinos. La teoria cuantica de campos emplea las teorias de
homotopia y homologia como herramientas basicas, la teoria de librados es esencial
en estudios electromagnéticos, etc. Sin duda, se descubriran en el futuro otras muchas

maneras de aplicar las teorias topoldgicas a otros campos de la Ciencia.
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