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Resumen

En la presente tesis se estudié la posibilidad de demostrar una
version del teorema de la funcién inversa para funciones definidas
entre espacios euclidianos. En nuestra hipétesis afirmamos que era
factible realizar esta demostracion y nuestro objetivo fue generalizar
esta version. Mediante los métodos de demostracién, directo e
indirecto, se prob6 que si f es una funciéon definida entre espacios
euclidianos con derivada f'(c) no nula en c, entonces, localmente,
posee una inversa f~! confirm4dndose nuestra hipdtesis. Asimismo,
se demuestra que esta inversa hereda, localmente, las propiedades

de f.

Palabras Claves:
e Teorema de la Funcién Inversa
e Kspacio Euclidiano

e Vecindad
e Biyectiva



Abstract

In the present thesis the possibility of demonstrating a version
of the theorem of the inverse function for defined functions between
Euclidean spaces was studied. In our hypothesis we affirmed that it
was feasible to carry out this demonstration and our objective was
to generalize this version. Through the methods of demonstration,
direct and indirect, it was proved that if f is a function defined
between Euclidean spaces with derivative f'(¢) not null in ¢, then,
locally, it has an inverse f~! confirming our hypothesis. Likewise, it
1s demonstrated that this inverse inherits, locally, the properties

of f.

Keywords:
e Inverse Function Theorem
e Kuclidean Space

e Neighborhood
e Bijjective
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Introduccion

La investigaciéon esta asociada con el Teorema de la Funcion
Inversa en Espacios Euclidianos. El objetivo de esta tesis es dar una
presentacion rigurosa y detallada del Teorema de la Funcién
Inversa estableciendo las condiciones que garantizan la validez del
teorema, se brinda un enfoque local del teorema estudiado.

Antes de presentar los resultados de esta investigacién, con la

pretension de que esta tesis tenga una lectura autosuficiente, se
considera un marco tedrico que contiene resultados y conceptos
previos necesarios para comprender esta version general del
Teorema de la Funciéon Inversa. Este breve marco tedrico consta de
seis capitulos.
La tesis consta de un breve marco teérico donde yacen seis capitulos.
En el capitulo 1, se presentan con los conceptos y propiedades
basicas de la teoria de conjuntos; en el capitulo 2, se introduce la
topologia de la recta real; en el capitulo 3, se desarrolla la nocién de
limite, continuidad y diferenciabilidad de las funciones reales de
variable real; se presentan sus propiedades basicas; en el capitulo 4,
se presenta conceptos y propiedades relacionadas con el algebra
lineal que se usan en esta tesis; en el capitulo 5, se hace una
introduccion de los espacios euclidianos presentando su topologia; el
capitulo 6, se dedica a las aplicaciones entre espacios euclidianos.
Finalmente se presentan los resultados obtenidos en esta
investigacion tanto sobre el Teorema de la Funcion Inversa en
Espacios Euclidianos como de sus aplicaciones en distintas
disciplinas de la matematica.
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Antecedentes

El matemaético francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
formul6 un teorema que, en esencia, es el Teorema de la Funciéon
Inversa, relacionado con el Teorema de la Funcién Implicita. Agustin
Louis Cauchy (1789-1716) puso su atencién en el teorema y sus
generalizaciones ([1]). Justamente a este Ultimo se le atribuye el
Teorema de la Funcién Inversa junto a Jacques Salomon Hadamard
(1865-1963) ([11]). En el siglo XIX, el matematico italiano Ulisse
Dini (1845-1918) presenté la primera prueba (por induccién) del
Teorema de la Funcién Inversa para un sistema con varias
ecuaciones y varias variables reales; después aplico este teorema en
la geometria diferencial. Durante esa época las diferencias entre el
andlisis real y complejo eran profundas ([8]). Luego Ralph Tyrell
Rockafellar (1935) trabajé este teorema en espacios de dimensién
finita ([2]). Mientras que Jean-Pierre Aubiny Halina Frankowska
(1984) en uno de sus articulos probaron varias generalizaciones del
Teorema de la Funciéon Inversa que aplican a la Teoria de
Optimizacién (propiedades Lipschitz de mapas definidos por
restricciones) y a la controlabilidad local de ecuaciones diferenciales.
Las generalizaciones se refieren principalmente a teoremas de
funcién inversa para mapas uniformes definidos en subconjuntos
cerrados y para mapas de valores establecidos ([2]). En 1990, José
de Jesus Ayala aplicando el Teorema de la Funcion Inversa demostré
el Teorema de la Variedad Invariante y su utilidad alcanza niveles
importantes dentro de las ecuaciones diferenciales avanzadas ([3]).
Félix Ricardo Villanueva Santos (2010) demostré el Teorema de la
Funcién Inversa para aplicaciones Multivaluadas y también la
relaciéon de este teorema con el Principio de la Aplicacién Abierta
Uniforme ([28]). Finalmente, 7Tezoto Leandro (2014) presenté la
demostracién del Teorema de la Funcién Inversa, asi como algunas
aplicaciones sobre la Existencia de Solucion para Ecuaciones. La
demostraciéon del Teorema de la Funcién Inversa esta dado por un
Teorema de Perturbacion de la Identificacion, que es una
consecuencia del Teorema del Punto Fijo de Banach ([27]). Es por
estos antecedentes que se tomd la decision de estudiar este Teorema
de la Funcién Inversa en Espacios Euclidianos.

Por otro lado, en el analisis matematico de las funciones reales
de variable real, se probd que si f'(a) # 0 , entonces f posee una
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inversa local en a; es decir, existen vecindades V(a,§) de a
y V(f(a),¢) de f(a) tales que f:V(a,6) = V(f(a),¢) es biyectiva con
inversa continua. Asimismo, se probd que, si f es de clase C! en a
con f'(a) #0, entonces f~! es localmente de clase C' en f(a).
También se probé que si f es de clase C* con f'(c) # 0, entonces f~!
es de clase C¥. Teniendo en cuenta estos resultados es coherente
preguntarse si estos resultados se pueden generalizar para
aplicaciones definidas entre espacios euclidianos.



Materiales y Métodos

Materiales
Conceptos y propiedades de la teoria de funciones, de la topologia
en la recta real, de la continuidad y diferenciabilidad de una
funcion real de variable real, de algebra lineal, de espacios
euclidianos y de las aplicaciones entre espacios euclidianos.

Método

La investigacion corresponde al area del Analisis Real de la
Matematica, que es una ciencia basica formal, de manera que
para analizar la informacién utilizamos el método inductivo —
deductivo y, para demostrar la validez del Teorema de la
Funcién Inversa en espacios euclidianos, teniendo como
referencia la version del mismo teorema para funciones reales de
variable real, aplicamos los métodos directo e indirecto de
demostraciéon; estos mismos métodos los usamos en la
demostracion de las aplicaciones del teorema del que nos hemos
ocupado.
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Resultados

A. Breve Marco Teo6rico

Capitulo 1

Nociones Basicas de la Teoria de
Conjuntos

Creada a finales del siglo XIX por el matematico George Cantor, la
Teoria de Conjuntos es imprescindible en la actualidad, puesto que
los conjuntos estan presentes implicita o explicitamente en todo
estudio cientifico y, muy en particular, en el matematico. Nuestro
tratamiento de la teoria de conjuntos es deliberadamente ingenuo,
sin preocuparnos, por lo tanto, en fundamentarlo rigurosamente.
Aqui se presentan algunos conceptos orientados a sostener el tema
de fondo de la presente tesis.

1.1 Producto Cartesiano de Conjuntos.

Definicién 1.1.1 El producto cartesiano de los conjuntos no vacios A

y B, es el conjunto denotado por A X B y definido por:
AxB={(a,b):a€AybeB}:

El conjunto A X B se lee: (conjunto) producto cartesiano de A y B.
(a,b)) EAXBoSa€eAybe€EB.

El autor Gongalvez A. enuncia una definicién similar en [13], pag.11.

Ejemplo:

Sean A ={a,b} y B ={c,d} tenemos los siguientes conjuntos
Ax B ={(a,c),(a,d),(b,c),(b,d)}yBxA={(,a) (cb)(da),(db)}
Aqui vemos que generalmente no se cumple la igualdad
AXB=BXA.



Proposicién 1.1.2

Sean A, B, C, y D conjuntos cualesquiera. Se cumplen las propiedades
siguientes:

1) Ax(BUC)=(AXB)U(AXC);

2) AX(BNC)=((AxB)N(AXC);

3) Ax(B-C)=(A%xB)—(AxC)

4) SiAcByCcD,entoncesAXC c BXD;

5) AxB=@siysolosiA=@oB =0.

Estas propiedades se encuentran demostradas en el libro de Chavez
C. ([7], pag.56).

1.2 Relacién.

Definicién 1.2.1 Una relacion entre elementos de un conjunto A y de
un conjunto B es todo subconjunto R de A X B (R € A X B).

El autor Gongalvez A. presenta una definicién similar en [13],
pag.11.

Nota: Si R es una relacion entre los elementos del conjunto A y del
conjunto B, diremos que “R es una relacion entre los elementos de A
y B” para indicar esta situaciéon en forma breve.

Dominio de una Relacién.
Definicién 1.2.2 Sea R una relacién entre los elementos de A y B, es
decir, R € A X B; se define el dominio de R, denotado por Dom(R),
como el conjunto:

Dom(R) = {a € A: existe b € By (a,b) € R};
Es decir: a € Dom(R) © existe b € B tal que (a,b) € R.
Podemos encontrar una definiciéon similar enunciada por Chavez C.
en [7], p4ag.59.

Proposicion 1.2.3

Sean R, R, relaciones entre los elementos de A y B; entonces:

1) Dom(R; UR,) = Dom(R;) UDom(R,);

2) Dom(R; NR,) € Dom(R;) N Dom(R,);

3) Dom(R;) — Dom(R,) c Dom(R; — R,).

El autor Figueroa R. expone una prueba para esta proposiciéon en
[12], p4g.136 — 137.



Rango de una Relacién.

Definicién 1.2.4 Sea R una relacion entre A y B, es decir R € A X B

se define el rango deR, denotado por Ran(R), como el conjunto:
Ran(R) = {b € B: existe a € Ay (a,b) € R}

Es decir: b € Ran(R) & existe a € A tal que (a,b) € R.

Podemos ubicar una definicién similar dada por Chdvez C. en [7],

pag.59.

Proposicién 1.2.5

Sean R, R, relaciones entre los elementos de A y B; entonces:

1) Ran(R; UR,) = Ran(R;) U Ran(R,);

2) Ran(R; N R,) c Ran(R,) N Ran(R,);

3) Ran(R;) —Ran(R,) c Ran(R; — R,).

El autor Figueroa R. expone una prueba para esta proposiciéon en
[12], p4g.136 — 137.

1.3 Funcién.

Definicién 1.3.1 Llamamos funcion del conjunto A en el conjunto B o
funcién de A en B a toda relacién que a cada elemento de su dominio
le hace corresponder una UNICA 1imagen.

El autor Hefez A. presenta una definicién similar en [15], pag.13.

Notacion:
1. Para denotar que f es una funcién de A en B, se escribe
f:A - B.
2. Para denotar que todo elemento a € A tiene una Gnica imagen b
se escribe f(a) = b; entonces una funcién se representa por:
f:A->B
a- f(a) =b;
f(a) es la imagen de a por f.
3. Toda funcién es una relacion, entonces toda funcién es un
subconjunto de A X B; luego denotamos a este conjunto por f.
Una funciéon goza de la siguiente propiedad:
Si(a,b) € fy(ac)€f, entonces b =c.



Representacion Grafica de una Funcién.

Una funcién se puede representar graficamente mediante un
diagrama sagital. Pero si queremos mostrar las una caracteristicas
geométricas de la funcion es ideal hacer su grafica en el diagrama
cartesiano (o plano cartesiano cuando se trata de funciones reales de
variable real).

A

Dominio y Rango de una Funcion.
Definicién 1.3.2 Sea f: A —» B una funcién:
i. El conjunto Dom(f) = {a € A: existe un Gnicob € B,b = f(a)} c A
se llama dominio de la funcion f; nétese que:
a € Dom(f) © existe un Gnico b € B tal que b = f(a).
ii. El conjunto Ran(f) = {b € B: existea € A, b = f(a)} c B, sellama
rango de la funcion f; obsérvese que:
b € Ran(f) © existe a € A tal que b = f(a).
El autor Chdvez C. enuncia una definicién similar en [7], pag.71.

Imagen Directa e Imagen Inversa.

Definicion 1.3.3 Sea f:4A —» B una funcién y D c A; se define la

imagen directa de D por f, como el conjunto:
f(D)={b€B:existea€Dyb=f(a)} cB;

Es decir: b € f(D) © existe a € D tal que b = f(a).

El autor brasilefio Hefez A. presenta esta definicién en [15], p4g.16.

Proposicién 1.3.4

Sea f: A — B una funcién y D c A; entonces:

1) SiD c C c A, entonces f(D) c f(C);

2) SiDc AyC c A, entonces f(DUC) = f(D) U f(C);

3) SiDc AyC c A, entonces f(DNC) c f(D)n f(C).

El autor Chdvez C. expone una prueba en [7], pag.73 — 74.
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Definicién 1.3.5 Sea f:A —» B una funcion y M c B; se define la
1magen inversa de M por f, como el conjunto:
fTI(M) ={a € A:f(a) € M} C A;
Es decir: a € f~1(M) & f(a) € M.
El autor Hefez A. enuncia esta definicién en [15], pag.16.

Proposicién 1.3.6

Sea f: A — B una funcién y D c A; entonces:

1) SiM c N c B, entonces f~1(M) c f~1(N);

2) SiMcByN cB,entonces f~*(MUN) = f~Y(M) U f~1(N);

3) SiMcByN c B, entonces f*(MNN) = f~1(M)n f~1(N).
Podemos encontrar una prueba de esta proposicién en [7], pag.73.

1.4 Tipos de Funciones.
Definicién 1.4.1 Sea f: A — B una funcién; se dice que f es inyectiva
s1y solo si para todo a,,a, € A, f(a,) = f(a,) implica que a; = a,.

Definicién 1.4.2 Sea f:A—> B una funcién; se dice que [ es
sobreyectiva siy solo sipara todo b € B, existe a € Atal que b = f(a).

Definicién 1.4.3 Sea f: A — B una funcién; se dice que f es biyectiva
si f es inyectiva y sobreyectiva.
El autor brasilefio Hefez A. expone estas definiciones en [15], pag.18.

Definicion 1.4.4 Sea f:A— B una funcién y U c A. Se dice
que g:U = B es la funcion restriccion de f al conjunto U si y
solamente si f(a) = g(a), para todo a € A; se denota por f;. Es decir:
para todo a € 4, fiy(a) = f(a).

El autor Hefez A. enuncia una definicién similar en [15], pag.14.

Definicion 1.4.5 Dadas las funciones f:A - B y g:B — C se llama
funcion compuesta de g con f, denotada por geo f, a la funcién
ge f:A— C definida por (g o f)(a) = g(f(a)), para todo a € A.
Podemos apreciar una definicién similar en [15], pag.15.

Proposicién 1.4.6

Sean las funciones f:A —» B, g: B —» C y h: C = D; entonces:

1) ho(gof)=(hog)of;

2) foly=I,0f =f.

La validez de dichas propiedades de la composicién de funciones se
demuestra en [15], pag.15 — 16.
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Definicién 1.4.7 SiA =Ry B = R, a la funcién f: R - R una funcién

la llamaremos funcion real de variable real y la denotaremos por
f={xy)eRxRy = f(x)}

El autor Figueroa R. enuncia esta definicién en [12], pag.359.

Definicién 1.4.8 Sean X c Ry f: X — R una funcién.

1. Se dice que f es estrictamente creciente, si para todo x;,x, € X
con x; < X,, se satisface f(x;) < f(x,).

1. Se dice que f es estrictamente decreciente, si para todo
X1,X; € X con x; < x5, se cumple f(x;) > f(x,).

1. Se dice que f es creciente, si para todo x;,x, € X con x; < x,, se
verifica f(x;) < f(x).

1v. Se dice que f es decreciente, si para todo x,,x, € X con x; < x,, se
tiene f(x1) = f(xy).

A todas estas funciones se les conoce como funciones monotonas.

Podemos encontrar esta definicién en [12], pag.421.

Caracterizacion Geométrica de una Funcién Real de Variable Real.
Una funciéon se reconoce geométricamente cuando toda recta
perpendicular al eje X corta a su grafica en un inico punto.

A

Y

\ y A f(0)

v X X
(fig.1) Representacién Cartesiana de una
funcién real de variable real

A
v




1.5 Funcién Inversa.
Definicién 1.5.1 Sea f: A —» B una funcidn.
1. Se dice que la funcién g: B —» A es una inversa a izquierda de f,

sigoef =l
1. Se dice que la funcion g: B — A es una inversa a derecha de f,
Si f og = IB;

1. Se dice que la funcién f: A —» B posee inversa si y solo si existe
una funcién g:B — A la cual es inversa a derecha e izquierda
de f;esdecir,tal que go f =1,y fog = Ip.

Podemos encontrar estas definiciones en [15], pag.19 — 20.

Notacién: Para denotar que g es inversa de f, escribiremos g = f~1.

Dominio y Rango de una Funcién Inversa.
Definicién 1.5.2 Sean f: A — B una funcién y f~1: B - A4 su funcién
inversa. Entonces:
i. Dom(f™') ={b € B:existeun tnicoa € Ay a = f~1(b)} c B, es el
dominio de la funcion inversa f~1; obsérvese que:
b € Dom(f~1) & existe un Unico a € A tal que a = f~1(b).
ii. Ran(f ') ={a € A:existe b€ By a=f"1(b)} c A, es el rango de
la funcion inversa f~1; nétese que:
a € Ran(f 1) © existe b € B tal que a = f~1(b).
El autor Figueroa R. expone una definicién similar en [12], pag.166.

Representacion Grafica de una Funcion Inversa.
Asimismo una funcién inversa se puede representar graficamente
mediante un diagrama sagital.

A




Caracterizacion Geométrica de una Funcién Real de Variable Real
que posee Inversa que es Funcién.

Una funcién f cuya inversa f ~! es funcidn se caracteriza porque toda
recta horizontal trazada por cada punto perteneciente a su rango,
corta a su grafica en un Unico punto.

A y=Xx

Y

A

v

(fig.2) Funcién con inversa que ES funcién.

v

A

v

(fig.3) Funcién con inversa que NO es funcién.



Capitulo 2

Elementos de Topologia en la Recta
Real

A mediados del siglo XIX comenz6 a desarrollarse la Topologia, esta
disciplina estudia las propiedades de las figuras geométricas que
subsisten aun cuando estas se someten a deformaciones tan
radicales que las hagan perder todas sus propiedades meétricas y
proyectivas. Johann Listing, alumno de Gauss, fue el primer
matemadtico en utilizar el término “topologia” (del griego topos,
“lugar”) en su tratado Lecciones de topologia.

2.1 Topologia.

Definicién 2.1.1 Sea X un conjunto. Una topologia en X es una familia
A de subconjuntos en X, tal que cumple con los siguientes axiomas:
1. QeEAXEA:

1. Si{A;}ie; © A, I arbitrario, entonces U;ec; A; € A

1. Si{A;}ie; € A, I finito, entonces N;¢; 4; € A.

El autor Prieto C. enuncia esta definicién en [25], pag.43.

Observaciones:

1. A la pareja (X,A) se le denomina espacio topologico, al cual
denotaremos solo por X.

2. Al conjunto X llamaremos el conjunto subyacente del espacio
topoldgico.

3. Alos subconjuntos de X llamaremos abiertos.

A, g kN
// \
— - |
~—_ ~

-~ (\— X T\\\

/ \ /N / \

Ay \ [ | / \

[ \__/‘\/\ \l'\\// \Al
\ // . N /
\ - S~ //

(fig.1) Topologia
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2.2 Conjunto Abierto y Conjunto Cerrado.

Definicién 2.2.1 Sean X SRy p € R.

1. El punto p es interior de X si y solamente si existe un ¢ > 0 tal
que (p—¢gp+e)ycX. Al conjunto V(p,e) =(p—¢e,p+e) se le
llama vecindad de centro p y radio € del punto p.

1. El conjunto intX = {p € R:p es punto interior de X} se llama
conjunto interior de X.

El autor Lima E. enuncia estas definiciones en [21], pag.163.

Ejemplo:
Los intervalos abiertos {a, b), (—o, b), (a, +o0) son conjuntos abiertos.

Proposicién 2.2.2

Sean X, Y c R; entonces:

1) intX c X;

2) SiX cY, entonces intX c intY.

En el libro de Lima E. (véase [21], p4g.163) se encuentra probado
que las propiedades mencionadas son absolutamente ciertas.

Conjunto Abierto.

Definicién 2.2.3 Sea X € R, se dice que X es un conjunto abierto siy
solo s1 intX = X. Es decir, todo elemento de X es punto interior de X.
Podemos apreciar una definicién similar en [21], pAg.164, libro del
autor Lima FE.

Proposicion 2.2.4

S1 X es un intervalo abierto, entonces X es un conjunto abierto.

El autor brasilefio Lima E. (véase [21], p4g.165) prueba que la
propiedad mencionada es verdadera.

Teorema 2.2.5

1) El conjunto vacio y R son conjuntos abiertos.

2) Sea {A4;},c, una coleccién arbitraria de conjuntos abiertos;
entonces U,¢; 4; es un conjunto abierto.

3) La interseccién finita de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

Demostracion

1) a. Probaremos que @ es conjunto abierto.
Supongamos que @ no es abierto, es decir el int® # @, entonces
existe un p€R tal que p € int®; luego existe €>0 tal
que (p —&,p + €) c @, lo cual contradice a (p — &,p + &) # @. Por lo
tanto, @ es conjunto abierto.
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b. Probaremos que R es conjunto abierto (R c intR).
Efectivamente, sea p € R; entonces podemos construir una
vecindad de p, es decir existe € > 0 tal que (p —&,p +€) C R,
vemos que p es un punto interior de R, en consecuencia p € intR.
Por lo tanto, R es conjunto abierto.

2) Probaremos que la unién arbitraria de conjuntos abiertos es un
conjunto abierto.
Efectivamente, sea p € U;¢, A;> entonces para algin A, €L,
p € A;,> como 4, es un conjunto abierto, implica que existe € > 0
tal que (p—ep+e)cd, vy ademds A; S Uz 4y en
consecuencia existe € > 0 tal que (p —&,p + &) € Uy, 4. Por lo
tanto, U,e¢, 4, es un conjunto abierto.

3) Probaremos que la interseccién finita de conjuntos abiertos es un
conjunto abierto.
Efectivamente, sea p € N}-; 4;; entonces para todo i =1,---,n;
p € A;; como A; es un conjunto abierto, implica que p es punto
interior de todos los A;, es decir existen ¢ >0 tal que
(p—¢e,p+e)cd;, para todo i=1,---,n. Consideremos
cierto & =min{g;i=1,---,n} >0, entonces e<g¢g,i=1,-,n;
luego, existe € > 0 tal que (p —&,p + €) C 4;, para todoi =1,--,n;
esto 1mplica que existe € >0 tal que para todo i=1,--,n,
(p—ep+e)c N, 4;. Por lo tanto, NL;A; es un conjunto
abierto.

En el libro de Lima E. (véase [21], p4g.165) se encuentra probado la

validez del teorema expuesto.

De este teorema, los conjuntos abiertos de R constituyen una

topologia para R.

Conjunto Cerrado.

Definicion 2.2.6 Sea X c R; se dice que X es un conjunto cerrado siy
solo s1 el complemento de X es un conjunto abierto. Simbdlicamente:
X es cerrado © R — X es abierto.

Podemos apreciar esta definicién en [21], pag.171.

Ejemplo:

El intervalo cerrado [a, b] y cualquier conjunto finito X = {x,:+, x,,}
subconjunto de R son conjuntos cerrados.
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Teorema 2.2.7

1) El conjunto vacio y R son conjuntos cerrados.

2) La unién finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

3) Sea {A;};c, una coleccién arbitraria de conjuntos cerrados;
entonces (¢, 4,es un conjunto cerrado.

El autor Lima E. (véase [21], pag.171 — 172) prueba que el teorema

mencionado es absolutamente cierto.

Este teorema es llamado teorema dual topologico.

2.3 Conjunto Acotado y Conjunto Compacto.
Definicién 2.3.1 Sea X c R, se dice que X es un conjunto acotado si'y
solo si existe una constante real positiva k tal que |x| < k, para
todo x € X. Simbodlicamente:
X es acotado & existe k > 0 tal que |x| < k, para todo x € X;
& existe k > 0 tal que x € V(0,k), para todo x € X.

Ejemplo:
El intervalo cerrado [a, b] es un conjunto acotado.

Definicion 2.3.2 Sea K c R; se dice que K es un conjunto compacto si
y solamente si1 K es cerrado y acotado.
El autor Bartle R. expone esta definicién en [5], pag.387.

Ejemplo:
El intervalo cerrado [a, b] y cualquier conjunto finito son conjuntos
compactos.

Teorema 2.3.3

La unidn finita y la interseccion arbitraria de conjuntos compactos
es un conjunto compacto.

El autor Lima E. expone una demostracién de este teorema en [21],
pag.387.
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2.4 Punto de Acumulacién.

Definicién 2.4.1 Sea X < R.

1. Decimos que a € R es un punto de acumulacion de X cuando toda
vecindad V de centro a contiene algin punto de X diferente
de a. Es decir, el punto a es un punto de acumulacién de X siy
solo si para todo € > 0 tal que {(a —g,a+ &) N (X — {a}) # @.

1. Un punto que no es de acumulacién se llama punto aislado;

iii. El conjunto X' ={a € R:a es punto de acumulacién de X} se
llama conjunto derivado de X;

1v. El punto a € X es un punto aislado de X si y solamente si
existee > 0,{(a—¢g,a+e)nX ={a};

v. Decimos que X es un conjunto discreto si y solo si todos sus
puntos son aislados.

Todas estas definiciones son enunciadas por Lima E. en [21],

pag.175.

Ejemplo:

El intervalo X = [a, b), en consecuencia su conjunto derivado de X
es [a,b] y si Y es un conjunto finito, entonces su conjunto derivado
de Y es el conjunto vacio.

Teorema 2.4.2

Todo punto de un conjunto abierto X es punto de acumulaciéon de X.
Demostracion

Sabemos que a € X y X es un conjunto abierto, entonces existe r > 0
talque(a —r,a+r)cX.

Sea € > 0, arbitrario; entonces 1) e >r 2)e<r 3)e=r

Para 3) es inmediata.

Para2)sie <r,tenemos{a—c,a+e)N (X —{a}) ={(a—c,a+e)# 0
Para 1) si € >, tenemos {(a—r,a+7r)c{a— ¢ a+ &) implica que
(a—ga+e)n(X—{a}) o{a—r,a+7r)—{a} # @, en consecuencia
tenemos (a —¢,a + €) N (X — {a}) # Q.

Lo que demuestra la validez del teorema.

Podemos apreciar una demostracién similar en [21], pag.190.
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Capitulo 3

Limite, Continuidad y Diferenciabilidad
de Funciones Reales de Variable Real

La nocién de funcién continua es uno de los conceptos centrales de la
Topologia. Aunque el concepto de diferenciabilidad fue planteado
mucho antes que el de continuidad, debido a que se formuld en el
siglo XVII por Fermaty otros, fue el descubrimiento efectuado por
Newton y Leibniz lo que dio inicio al desarrollo del calculo
diferencial.

3.1 Limite.

Definicién 3.1.1 Sea f: X — R una funcién, donde X S Ry a € X'. Se
dice que L € R es el limite de la funcion f en a si y solo si para
todo £€>0, existed§ >0 tal que s1 x€X y 0<|x—al<§é,
entonces |f(x) — L| < €. En este caso se usa la notaciéon chl_r)rcll f(x)=L.

Simboélicamente,
lim f(x) = L © para todo e > 0, existe § >0talquesix € Xy
xX—a
0 <|x—al <&, entonces |f(x) —L| < e.
Esta definicién es enunciada por Lima E. en [19], pag.62.

Teorema 3.1.2
SeanXC R, f,g:X->R,a€eX' limf(x)=Lylimg(x) =M.
xX—a x—a

Si L < M, entonces existe § > 0 tal que f(x) < g(x), para todo x € X
con0< |x—al| <§6.

El autor Lima E. en [19], p4g.63 presenta una demostracién para
este teorema.

Teorema 3.1.3 (Teorema de Sandwich o de Compresién)
Sean XCR, f,g,hX->R, a€X, y limf(x)= limh(x)=L.
x—a x—-=a

Si f(x) < g(x) < h(x) para todo x € X — {a}, entonces )lcingg(x) =1L.

El autor Lima E. expone una demostraciéon para este teorema en
[19], p4g.63 — 64.
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Proposicién 3.1.4
Sean XCR, f,9:X->R, a€X'. Si limf(x)=Lylimg(x)=M,
x—a x—a

entonces:
D 1im(fG) +g(0)) = L+ M;

2) lm(f(x) - g(x) =L - M;
3) )lci_r)rtll(f(x)-g(x))=L-M;

4) )lci_r)rtll(a-f(x))=a-L,aER;
5) lim (L) =%, siL +0;

x—a \f(x)
O\
6) )lcl_r)r(ll (g(x)) =—,siM # 0.

En el libro de Toribio M. y Medina R. (véase [26], pag.125 — 128) se
demuestra la validez de las propiedades de limite de funciones
enunciadas.

3.2 Continuidad.

Definicién 3.2.1 Sea f:X —» R una funcién, donde X € R. Se dice

que f es continua en el punto a € X si y solo si para todo &€ > 0,

existe § > 0tal quesix € Xy |x —al < §, entonces |f(x) — f(a)| < «.

Simboélicamente:

f es continua en a < para todo € > 0, existe § >0tal quesix € Xy
|x —al < 8, entonces |f(x) — f(a)] < e.

Una funcién f: X = R se dice continua sobre X, si es continua en cada

punto de X.

Esta definicién es expuesta por Lima E. en [19], pag.74.

Ejemplos:

a. Sea f:R—- R, la funcion constante definida f(x) =c, para
todo x € R; la funciéon constante es continua en todo R.

b. Sea g:R - R, definida por g(x) = |x|, para todo x € R; esta es la
funcién valor absoluto la cual es continua en todo R.

Proposicion 3.2.2

Sean f, g: X = R funciones continuas en el punto a € X; entonces
1) f+ g es continua en a;

2) f — g es continua en a;

3) f-g escontinua en a;

4) ges continua en a, si g(a) # 0.
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La demostracion de estas propiedades es consecuencia inmediata de
la teoria de limites.

En el libro de Martinez C. y Sanz M. (véase [22], pig.182) se
encuentra probada esta proposicion.

Lema 3.2.3

Si f:X > R es continua en el intervalo X, entonces f(X) es un
intervalo.

El autor Lima E. expone una demostracién para este lema en [19],
pag.77.

Lema 3.2.4

Sea f: X - R una funciéon monétona definida en un intervalo X. Si la
imagen f(X) es un intervalo, entonces f es continua.

El autor Lima E. presenta una demostracién de este teorema en [19],
pag.220.

Teorema 3.2.5 (Teorema de la Inversa Continua)

Sean X c R, un intervalo, f:X - R estrictamente monétona y

continua en X; entonces la funcién g inversa de f es estrictamente

monodtona y continua en Y = f(X).

Demostracion

a) Supongamos que f sea continua en X, entonces, por el Lema
3.2.3, el conjunto Y = f(X) es un intervalo.

b) Sea f:X > R estrictamente mondétona y continua en X,
consideremos f:X - f(X) =Y, entonces f es inyectiva y
sobreyectiva. Por lo tanto, es biyectiva, podemos definir su
inversa g:Y — X que es monétona (pues f es monétona). Ademas,
el conjunto g(Y) = g(f(X)) =(gef)X) =1d(X) =X. Como la
imagen g(Y) = X es un intervalo, entonces por el Lema 3.2.4,
tenemos que g es continua en Y.

El autor Lima E. expone una demostracion para este teorema en

[19], p4g.79 — 80.

3.3 Diferenciabilidad.
Definicién 3.3.1 Sean X c R; f: X — R una funcién y a € X un punto
de acumulacién de X (a € X"). La derivada de la funcion f en el punto
a es el limite:
. f)—fl@ . fla+h) —f(a)

lim——— = lim :

x—a X —a h—0 h
el cual es representando por f'(a), cuando este existe.
Esta definicién es enunciada por Lima E. en [19], p4g.90 — 91.
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Observacién:

1. Cuando existe f'(a), se dice que f es derivable en el punto a.

2. Cuando existe la derivada f'(x) en todos los puntos x € X N X’ se
dice que la funcién f: X — R es derivable en el conjunto X y se
obtiene una nueva funcién,

FfiXnX >R
x = f'(x),
llamada funcion derivada de f.

3. Sea f:[a,b] » R una funcién derivable en (a,b); entonces se

puede definir la funciéon derivada f’:(a,b) - R, mediante

(f)'(x) = f'(x).

Representacion Geométrica de la Derivada.

La derivada f'(a) de la funcién f(x) en el punto a, es la pendiente
(inclinacién) de la recta T tangente a la grafica de la funcién f en el
punto (a, f(a)).

A A

Y Y

/T T

(a,f(a))
(a,f(a)
) a a+h XV ) a X .
v v
(fig-1) (fig.2)
Ejemplos:

a. Sea f la funcién constante. Entonces f'(a) = 0, para todo a € R.

b. Sea g la funcién valor absoluto. Entonces para x # 0, se tiene
que wz%zil (+1 si x>0 y —1 si x <0). Sigue que

x—0

existen f' . (0) =1y f'_(0) = —1 mads no existe f'(0). Para a # 0
existe f'(a) quevalelsia>0y —-1sia<0.
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Proposicién 3.3.2

Sean f, g: X - R derivables en el punto a € X N X'; entonces:

1) f+ g es derivable en a con (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a);

2) f — g es derivable en a con (f — g)'(a) = f'(a) — g'(a);

3) f-gesderivableenacon (f-g)'(a) = f'(a)-gla) + f(a) - g'(a);

1\ : fl@)-g@-f(a)g'@ .
4) (= d bl =
) (g) es derivable en a con ( ) (a) = @)’ , sl

g(a) # 0.
Los autores Martinez C. y Sanz M. en [22], p4g.248 — 249 exponen
las pruebas de estas proposiciones.

3.4 Funcién Diferenciable en un Intervalo.

Teorema 3.4.1

Sea f:[a, b] -» R continua con f(a) = f(b). Si f es derivable en (a, b),
entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Podemos encontrar una demostracién de este teorema en [22],
pég.235.

Lema 3.4.2 (Teorema de Valor Medio o de Lagrange)
Sea f:[a,b] » R continua en [a,b]. Si f es derivable en{a,b),
f)-f(a)

b—-a
El autor Lima E. expone la demostracién de este lema en [19],
pag.98.

entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) =

Teorema 3.4.3

Sea f:[a, b] » R una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b).

1) Sif’'(x) > 0, para todo x € (a,b), entonces f es creciente en [a, b].

2) Si f'(x) <0, para todo x € {(a, b), entonces f es decreciente en
[a,b].

Demostracion

1) Sean x;,x, € [a,b] con x; < x,. Definamos el intervalo [x;, x,], se
verifica que f es continua en [x4, x,] y que es derivable en (x;, x,).
Por el Lema 3.4.2 (en [xq,x;]), existe c € (xy,x,) tal

que f'(e) = FE2TEY Tuego £(x,) - f(x1) = f'(€)(x, = x1). Como

para todo x € (a,b) se cumple f'(x) > 0, en particular f'(c) > 0
y x, —x; >0, implica que f'(c)(x, —x;) >0, en consecuencia
f(x3) — f(x1) > 0; de aqui se tiene que f(x;) < f(x3).
Por lo tanto, f es creciente en [a, b].
Para la parte 2) la prueba es similar; por lo tanto, f es decreciente
en [a, b].
Podemos ubicar una demostracién similar en [19], pag.99.
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3.5 Teorema de la Funcién Inversa en R.

Sea X c R un conjunto abierto y a € X. Si f: X - R es diferenciable
con continuidad en X y f'(a) # 0, entonces existen vecindades V' (a, §)
de centro a y V(b,¢) de centro b = f(a) tal que f:V(a,6) = V(b,¢)
posee inversa f~1:V(b,e) > V(a,6) la cual es diferenciable con

. . 7 —1Y\/ —_ 1
continuidad en b y ademads (f~1)'(b) Aoy

Demostracion

Como f es diferenciable en X, entonces que f es continua en X y en

particular f es continua en el punto a € X. Por la definicién de

continuidad en un punto, tenemos que para todo € > 0, existe § > 0

tal que six €EX y |x —al < &, entonces |f(x) — f(a)| < & expresado

de otra manera, para todo &£ >0, existe § >0 tal que si x€X

y x € V(a, ), entonces f(x) € V(f(a),¢) ...(1)

De la parte (1) se tiene una restriccién para la funcion f. Definamos

la funcién restriccion f:V(a,d) - R.

a) Si f' es continua en a y f'(a) >0, entonces f'(x) > 0, para
todo x € V(a, ).

b) Andlogamente, cuando f’ es continua en a y f'(a) <0,
entonces f'(x) < 0, para todo x € V(a, §).

En consecuencia, si f:V(a,8) - R es continua en V(a,d) y derivable

en el interior de V(a, §), entonces se tiene dos casos:

a) Si f'(x)>0, para todox € V(a,§), entonces f es creciente
enV(a, o).

b) Si f'(x) <0, para todox € V(a,&), entonces f es decreciente
enV(a, o).

(véase [26], pag.237).

Como V(a,8) es un intervalo, f:V(a,§) - R es estrictamente

mondétona y continua en V(a,§); entonces la funcién f~1, inversa

de f, es estrictamente monétona y continua en V (b, ¢), en virtud del

Teorema de la Inversa Continua (véase [5], pag.195 — 196).

Probaremos que f~! es diferenciable en b.

Efectivamente, sabemos que f'(a) # 0; y como f~! es continua en b,

se tiene:

Jlli_rgf_l()’) = f~1(b) [ b = f(a), entonces f~1(b) = f~'(f(a)) = a].

Por la inyectividad de la funcién f~1, vemos que [~ 1(y)#a
cony € V(b,¢) — {b}. Luego
N e L A () R fT')-a
lim L= O gy SO0
s A—— Yo FF N ~f(@
_ e [fETToD-f@] 7!
=m0 ]
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_ im f(f‘l(Y))—f(a)]_l
y->b  [Ti(y)-a

-1

y—b X—a

= [f' (@],
pues f es derivable en a. Si y = f(x), entonces f~1(y) = x; sabemos
que y tiende a b, entonces por la continuidad de f7I,
lirréf‘l(y) = f~1(b) = a. Por lo tanto, x tiende a a, cuando y se
y—)

aproxima a b. Y, en consecuencia, existe (f~1)'(b) y
_1 1 — 1
() = GO

Representacion Geométrica del Teorema de la Funcion Inversa en R.

! =0
f(as) = by /(@)

f@=b flalp 0

A
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Capitulo 4

Fundamentos de Algebra Lineal

El Algebra Lineal es el estudio de los espacios vectoriales y de las
transformaciones lineales definidas entre ellos. Cuando los espacios
tienen dimensiones finitas, las transformaciones lineales estan
asociadas con las matrices. Son numerosas y bastante variadas las
situaciones, en matematica y sus aplicaciones, en las que estos
objetos estan presentes. De ahi la importancia central del Algebra
Lineal en la ensenanza de la matematica. En nuestro caso es
fundamental para los propésitos de la tesis.

4.1 Espacio Vectorial.
Definicién 4.1.1 Un espacio vectorial, sobre el campo K, es un
conjunto no vacio E en el cual estan definidas dos operaciones:
+:EXE - E donde (u,v) s u+v
-t K XE > E donde (a,u) » a-u,
llamadas adicion'y multiplicacion por un escalar, que satisfacen las
siguientes propiedades:
1. Paratodou,v€ E,u+v€E;
1. Paratodou,vw€E,u+ w+w)=w+v)+w;
1i. Existe 0 € E, u+ 0 = u, para todou € E;
iv. Para todo u € E, existe —u € E tal que u + (—u) = 0;
v. Paratodou,v € E,talqueu+v=v+u;
vi. Paratodou € E, paratodoa,f € K,que (a+B) - u=a-u+p-u
vil. Para todo u,v € E, paratodoa €K, a- (u+v)=a-u+a-v;
viii. Paratodou € E, paratodoa,f €K, a - (B -u) =(a-B) u;
ix. Paratodou € E,existe 1 € Ktalquel-u=u-1=u.
Podemos encontrar esta definicién en el texto de Lima E. en [18],

pag.l.

Observacién: A los elementos de un espacio vectorial se les llama
vectores. También denotaremos a un espacio vectorial sobre el
campo K, por (E, +,-, K).

Nota: Para mas profundidad puede encontrar la definicién de campo
en el libro de Gongalvez pag.34 — 35, aqui solo diremos que K campo
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es una estructura algebraica y ademas el campo fijado para nuestro
estudio sera el campo real R.

Ejemplo:
Una matriz real de orden m X n es un arreglo rectangular de m xn
numeros reales de la forma

[an aln]
Am1 " Amn

Los nimeros a;j, 1<i<my 1<j<n se llaman términos de la
matriz. Las matrices se representan por letras mayusculas en la
forma A,,x, 0 también por [aij]mxn; cuando no haya necesidad de

indicar el orden, solamente se representan por A, B, etc. El conjunto
de todas las matrices reales de orden m Xn se representan
por M(m X n) y se convierte en un espacio vectorial cuando en él
se define la suma de las matrices A=[a;] y B =[b;]

como A+ B = [al- i tb; j] y el producto de la matriz A por el nimero

real a como a - A = [a - a;;].

Subespacio Vectorial.

Definicién 4.1.2 Sea (E,+,,K) un espacio vectorial y F un
subconjunto no vacio de E. Se dice que F es un subespacio vectorial
de E s1y solo si se cumple las siguientes propiedades:

1. 0€EF;

1. Siu,v € F, entonces u+ v € E;

. Siu e Fya € K ,entoncesa-u € F.

El autor brasilefio Lima E. enuncia esta definicién en [18], p4g.10.

Observacion: El conjunto {0} y F son subespacios vectoriales de E
llamados triviales.

Ejemplo:

El conjunto de las matrices simétricas S(n X n) y el conjunto de las
matrices antisimétricas A(n X n) son subespacios vectoriales del
espacio vectorial M(n X n).

Nota: La interseccion, unién y diferencia de subespacios se definen
1dénticamente a las operaciones basicas con los conjuntos.
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Suma de Subespacios.

Definicién 4.1.3 Sean F; y F, dos subespacios de un espacio vectorial,

la suma de los subespacios F; y F, se define del siguiente modo
Fi+F={ueF,veEF:u+veEF +F}

El autor Pita C. enuncia esta definicién en [24], pag.209.

Observaciones:
1. En general F,+ F, # F,UF,, pues F; UF, no siempre es un
subespacio.

2. F; + F, es el menor subespacio que contiene a F; U F,.

Suma Directa de Subespacios.

Definicién 4.1.4 Sea (E,+,,K) un espacio vectorial, F; y F, dos

subespacios de E. Si, ademas, en la suma de los subespacios F; y F,

(F; + F,) se cumple que los subespacios F; y F, tienen en comun solo

el elemento nulo 0, diremos que es la suma directa de F; y F,;

denotaremos esta situacion por F; @ F,. Simbodlicamente:
FTOF,={u+viu€F,,veF,F,nF,={0}}

Podemos encontrar una definicién similar en [18], pag.14.

Subespacios Suplementarios.

Definicién 4.1.5 Sean F, y F, dos subespacios de E. Si ademas en la
suma directa de los subespacios F; y F, (F; @ F,) se cumple que su
suma es igual al espacio vectorial E, denotaremos F; @ F, =F y
diremos que F; y F, son subespacios suplementarios.

El autor Pita C. presenta una definicién similar en [24], pag.214.

Ejemplo:
Los subespacios S(n X n) y A(n X n) son suplementarios en el espacio

de matrices de orden n X n, pues se cumple
Shxn)@P Anxn) =M(nxXn).

4.2 Base y Dimension.
Definicién 4.2.1 Se llama combinacion Iineal de los vectores
V1,V3,...,U, de E a toda suma de la forma
Ay v+ ay v, + e+, vy,
donde a;,a,,...,a, son escalares pertenecientes a K.
El autor Chdvez C. enuncia una definicién similar en [6], pag.24.

Definicién 4.2.2 Sea E un espacio vectorial y X = {v,,--,v,} € E. Se
dice que X es linealmente independiente si ningun vector v € X es
combinacion lineal de otros vectores de X.
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Podemos ubicar esta definicién en el libro de Lima E. [18], pag.25.

Teorema 4.2.3

Sea E un espacio vectorial y X = {v,, -+, v,} € E. Entonces:

X es linealmente independiente si y solo si Y a; - v; = 0 implica
que a; =0, paratodoi=1,:,n.

En el libro de Lima E. (véase [18], pag.25 — 26) se encuentra
demostrado este teorema.

Definicion 4.2.4 Sea E un espacio vectorial sobre K. Se dice
que X = {v;, -+, v,} genera a E (o es un conjunto generador de E) siy
solo si para todo vector v € E, existen escalares a;,a,,...,a, € K tales
que

v=a,-vtay v+t a, vy,
El autor Pita C. enuncia esta definicién en [24], pag.208.

Definicién 4.2.5 Sean v,,v,,...,v, vectores de un espacio vectorial E.
Definimos el espacio generado por estos vectores por
SHvy, vy, o) ={veEEv=a, - vy +a, vy + -+ a, v, a €K}

El autor Chdvez C. expone una definicién similar en [6], pag.24.
Nota: S({vy,v,,--,v,}) es el espacio generado por el conjunto
{vy,v,, -, 1, }; representa al conjunto de combinaciones lineales de
los vectores vy,v,,...,,.

Base de un Espacio Vectorial.

Definicién 4.2.6 Sea E un espacio vectorial y B = {v;, -, v,} € E. Se
dice que B es una base de E si se cumple lo siguiente:

1. B es linealmente independiente en E;

1. B es conjunto generador de E.

En el libro de Lima E. se encuentra enunciada esta definicién ([18],
pag.27).

Dimension de un Espacio Vectorial.

Definicién 4.2.7 Se dice que el espacio vectorial E tiene dimension
finita n (dimE = n) si admite una base B = {v;,v,,*:*,v,} € E con n
vectores.

Notacién: Para denotar que el espacio vectorial E es de dimensién
finita escribiremos dimE < oo. Para E = {0} se define dimE = 0.
Podemos encontrar una definicién similar en [6], pag.34.
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Ejemplo:
Consideremos el espacio vectorial M(n X n); se verifica facilmente
que el conjunto

1 0 -0 o1 - 0 O - 0 0
solloo OHO o o fo 0o
0 0 -0 0 0 0 0O 0 0 1

es base de M(n x n); entonces la dimensién de M(n X n) esn X n.

Lema 4.2.8

Sea X un subconjunto linealmente independiente del espacio
vectorial E. Supongamos que el vector v € E no pertenece al espacio
generado por X (esto es, v € S(X)), entonces X U {v} es linealmente
independiente.

El autor Pita C. expone una demostracién para este lema en [24],
pag.236.

Teorema 4.2.9 (Teorema de la Completacién de Base)
Sea E un espacio vectorial con dimE =ny X ={v;,v,,+,v,} un
conjunto linealmente independiente de E con k < n.

Entonces existen vectores  Uyy1,Vk42,..-,Vp EE  tales que

B = {v1,V3, ", Vk, Vks1, Vir2, ***» Un} €8 Una base de E.

Demostracion

a) Sea dimE = n; si X genera a E, es decir S(X) = E, entonces X es
una base en E.

b) Caso contrario, si X no genera a E, esto es S(X) # E, entonces
existe vy, € E tales que vy, € S(X), entonces X U {v,,1} = X; es
linealmente independiente, en virtud del Lema 4.2.7.

Si X; genera a E, es decir S(X,;) = E, entonces X; es una base
de E. Si X; no genera a E, esto es S(X;) # E, entonces
existe v, € E tales que vy, € S(X); entonces X; U {v .} =X,
es linealmente independiente, debido al Lema 4.2.7.

Si X, es un generador, es la base buscada si no lo es, repetimos
el proceso hasta llegar a un conjunto B = X,,, = X;n—1 U {Vksm}, €8
decir B = {vy, V4, **, Vi, Vs 1> Vs 2> ***» Vkam ), donde k + m = n que
ademas de ser linealmente independiente, sera un generador
de E y por lo tanto, es una base de E.

Podemos ubicar una demostracién similar en [24], pag.236 — 237.
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4.3 Transformacion Lineal.

Definicién 4.3.1 Sean E y F espacios vectoriales sobre el campo K.
Una funcién T: E - F se llama transformacion lineal, si se cumple lo
siguiente:

1. Paratodou,v € E, T(u+v)=Tw) +Tw);

1. Paratodou € E,paratodoa € K, T(a-u) = a-T(u).

El autor Pita C. enuncia esta definicién en [24], pag.278.

Ejemplo:
El conjunto de todas las transformaciones lineales es un espacio
vectorial con las operaciones suma de transformaciones y
multiplicacion de una transformaciéon lineal por un escalar,
denotado por

L(E,F) ={T:E - F tal que T es una transformacion lineal}.

Proposicion 4.3.2
Sea T: E - F una transformacion lineal; entonces:
1) T(0)=0;
2) Paratodou € E, T(—u) = -T(w);
3) Paratodou,v€E, T(u—v)=Tw)—-TW);
4) Para todo u;,u, € E, para todo a;,a, € K,
T(a; - us +ay-uy) =aqy - T(uy) + ay - T(uy)s
5) Sean uy,...,u, € Ey ay,...,a, € K; entonces

T (i a; - ul-) = Zn: a; - T (uy).

i=1 i=1
La prueba se puede encontrar en los [4], [24].

Definicion 4.3.3 Sea T: E — F una transformacién lineal,
1. T esun monomorfismo siT es una funcién inyectiva.
1. T esun epimorfismosi T es una funcion sobreyectiva.
1i. T es un 1somorfismo si es inyectiva y sobreyectiva.
Podemos encontrar esta definicién en [6], pag.70.

Ntcleo e Imagen de una Transformacién Lineal.

Definicién 4.3.4 Sea T: E - F una transformacién lineal.

1. El conjunto N(T) ={u € E: T(u) =0} se llama ntcleo de T, es
decir, u € N(T) © T(u) = 0;

1. El conjunto Im(T) = {w € F: existe u € E y T(u) = w} se llama
Imagen de T, es decir, w € Im(T) & existe u € E tal que
T(u) =w.

Estas definiciones se enuncian en [6], pag.69 — 70.
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Proposicién 4.3.5

Sea T: E — F una transformacion lineal; entonces:

1) N(T) es un subespacio de E;

2) Im(T) es un subespacio de F.

El autor Pita C. expone una prueba de esta proposicién en [24],
pag.289 — 290.

Lema 4.3.6

Una transformacién lineal T:E —» F es inyectiva si y solamente
si N(T) = {0}.

Demostracion

(=) Probaremos que N(T) = {0}.

Efectivamente, la demostracién sera por doble inclusion.

a) N(T) c {0}.

Supongamos que u € N(T); por la definicién de nucleo, tenemos
que T(u) =0 y, por la Proposicién 4.3.5 (parte 1), que T(0) = 0;
entonces T(u) = T(0), por la inyectividad de T se concluye que u = 0.
Luego, u € {0}.

b) {0} c N(T).

Es inmediata; por la Proposicién 4.3.5 (parte 1), tenemos que N(T)
es subespacio de E, lo cual nos dice 0 € N(T), entonces {0} c N(T).
Vemos que la parte a) y la parte b) son verdaderas. Por lo tanto, se
concluye que N(T) = {0}.

(<) Probaremos que T es inyectiva.

Efectivamente, dados u,v € E tal que T(u)=T(v), se tiene
queT(u) —T(v) =0y, comoT es transformacién lineal, T(u — v) = 0;
entonces por la definicién de nucleo tenemos que u — v € N(T); como
por hipétesis N(T) = {0}, entonces u —v € {0}; es decir u—v =0y
sigue que u = v. Por lo tanto, T es inyectiva.

Podemos encontrar una demostracién similar en [18], pag.63.

Teorema 4.3.7 (Teorema de la Dimensién)
Sean E yF espacios vectoriales de dimension finita. Para toda
transformacién lineal T: E - F se cumple:

dimE = dimN(T) + dimIm(T).
Demostracion
El teorema se puede expresar de la siguiente manera si {vy, v, -+, v}
una base de N(T) y {T(ay),T(a,),":*,T(a,)} es una base de Im(T).
Probaremos que B = {v,, v, ", 74, 44,4z, ", a,} €s una base de E (esto
probara la igualdad dimE = dimN(T) + dim/m(T)).
a) B es linealmente independiente.
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Supongamos que:
a, vt tagvg+pirag++pya,=0..(1)
Aplicando T, en ambos miembros, resulta
T(ay vy ++a, vg+Bi-ai++B, a)=T0)=0
a, T+ +a, T(v)+p-T(a) ++pB, T(ay) =0..(2)
Como vy,v,, -, v, € N(T), entonces T(v;) = -+ = T(vq) = 0.
Reemplazando en (2), obtenemos
Bi-T(ay) + -+ B, T(ap) =0
Como {T(a;),T(ay),-*,T(a,)} es linealmente independiente en el
conjunto Im(T), entonces ; = --- = 8, = 0. Reemplazando los valores
de B;;i =1,-+,p, en la ecuacién (1) se tiene
-+t agv, =0

Como {v;,v,,+-,v;} es linealmente independiente en N(T),
entonces a; =--=a,=0. Por lo tanto, B es linealmente
independiente.
b) B es conjunto generador.
Sea v € E un vector arbitrario, se tiene T(v) € Im(T).
Como {T(a;),T(ay),---,T(a,)} es una base de Im(T), entonces:

T(w)=p;-Tla) +-+p, -T(ap)
por la linealidad T resulta

Tw)=TB; -a;+-+ .Bp : ap)

es decir,

TW)—TPBr-ax+-+Py-ap)=0

Tw—(Br-ar++PBp-ap))=0.
Por la definicién de ntcleo, se tiene v — (f; - a; + -+ By ap) € N(T).
Como {v,,v,,+,7,} es una base de N(T), entonces

v—(,Bl-a1+~--+,Bp-ap)=a1-v1+-~+aq-vq.

De ali v=a;-v;++a;-vg+p1-a,++p, a, para todo
vector v € E. Por lo tanto, B es conjunto generador.

El autor Lima E. expone una demostracién similar en [18], p4g.68 —
69.

E r F
/// \\\ PN g \\\"'\\
4 N/(D__:\ \I //,———ILnLT _ \
\ / \ / |/ \|
\ I\ {vllUZI"'lvq} \\ I “ {T(al)'T(az)"”’T(ap)}( |
\\\ __,/// \\/ //\\\\//
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Teorema 4.3.8

Sean E y F espacios vectoriales tales que dimE = dimF. Una
transformacién lineal T:E — F es inyectiva s1 y solamente si es
sobreyectiva y por tanto es un isomorfismo.

Demostracion

(=) Supongamos que T: E — F es inyectiva; entonces N(T) = {0}; de
aqui tenemos que dimN(T) = 0. Por el Teorema de la Dimensidn,
obtenemos que dimE = dimN(T) + dimI/m(T); en consecuencia
dimE = dimIm(T) y de esto sigue que dim/m(T) = dimE = dimF;
entonces dim/m(T) =dimF e Im(T)cF. Por lo tanto, T es
sobreyectiva.

(&) Supongamos que T sea sobreyectiva; entonces Im(T) = F; de
aqui obtenemos que dim/m(T) = dim(F). Por el Teorema de la
Dimensién, tenemos que dimE = dimN(T) + dim/m(T); esto implica
que dimE = dimN(T) + dimF; luego, como dimE = dimF, se concluye
que dimN(T) = 0 y en consecuencia N(T) = {0}. Por lo tanto, T es
inyectiva.

Podemos ver una demostraciéon similar expuesta por el autor Lima
E. en [18], pag.69.

E T F=T(E)
//\ /Q\\____N
e D _ e \
/ | /( \
( | [ |
\ T =a / > T@=b |
\ / \ /
\ / \ /

29



4.4 Matriz Asociada a una Transformacién Lineal.
Sea T: E — F una transformacion lineal donde dimE = my dimF = n.
Supongamos que B = {uy, Uy, **, Uy} v B = {vy,v,,+,V,} son bases
para E y F respectivamente. Para cada i=1,---,m, el
vector T(u;) € F, se puede escribir como combinacion lineal de la
base B' = {v,,v,,+,v,} de F; es decir,

T(w) =y v+ + vy

T(Up) = Ay V1 + o+ Ay * V.
Entonces podemos escribir,

T(u1)] [y v+ o gy Vn]
T(um) (A1 V1 + o Ay Up
[ X171 aln] V1]
[Am1 " Amn Un
Luego se obtiene una matriz
P 2P @11 0 O
Br __ : : : _ : : : _
[T]B = : : : = : : : = [aij]
Om1 Omn O1n Omn

Por lo tanto, la transformaciéon lineal T:E — F, junto con las
bases B € E y B’ c F, determinan una matriz [T]%' = [aij]; se prueba
que esta matriz es Unica.

Definicién 4.4.1 La matriz [T]3' se llama matriz asociada a la
transformacion lineal T respecto a las bases Bde E y B  de F.
Podemos encontrar una definicién similar en [24], pag.301 — 302.

Ejemplo:

Determinar la matriz asociada a la transformacién lineal T: R? - R2
definida por T(x,y) = (x; — 2x,,4x; + x;); respecto de las bases
canodnicas en ambos espacios vectoriales.

Sabiendo que la base candnica de R? es B = {(1,0), (0,1)}. Entonces
podemos escribir,

[T(l,O) [ 1(1,0) + 4(0,1) ] _ [_12 41}] . [(1,0)

T(0,D] ~ [-2(1,0) + 1(0,1) 0,1)
Luego obtiene una matriz [T]3 = 1 4 [1 _2] = [a;;]; esta es
Pl 1l a1 Y

la matriz asociada a la transformacion lineal T respecto a las bases
candnicas de R2.
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Capitulo 5

Espacio Euclidiano

El concepto de espacio vectorial surgié como una generalizacién del
espacio de los vectores geométricos; la abstraccién, que entonces se
efectud, solo tomd como punto de partida las propiedades de dichos
vectores geométricos que provenian de la suma de vectores y
producto de un vector por un escalar, dando de esta forma una
axiomatica para el concepto abstracto de espacio vectorial. Se trata
ahora de introducir, en un espacio vectorial, dos nuevas estructuras
norma y producto interno que permitan hablar de angulos y
distancias en estas estructuras.

5.1 El Espacio Vectorial R".
Definicién 5.1.1 El conjunto R™ es definido como la coleccion de todas
las n — uplas x = (x4, x5, "+, x,) de nimeros reales, donde n € N; es
decir:

R™ = {x = (x4, x5,+,x,):x; ER, 1 < i <n}.
Una definicién similar es enunciada por Lima E. en [22], pag.1.

Definicién 5.1.2 Sean x = (x4, X5, =, Xn), ¥ = V1, Y2, ***, ¥n) €lementos
de R™. Decimos que x = y siy solo six; = y;, paratodoi =1,2,-:-,n.
Podemos encontrar una definicién similar en [22], pag.1.

Definicion 5.1.3 Sean x = (x1,X3,,%n), V= V1, V2 ", y) ER"
y a € R. Definimos la suma de los vectores x e y, denotada por x + y,
y el producto de un vector x por el escalar a, denotada por a - x, como;
x+y=(x;+y,x,+ Yo, X0+ Yn)
a-x=(@ x,a Xy, a Xy),

respectivamente. La suma de vectores determina una operacion
interna llamada adicion de vectores y el producto de un vector por
un escalar una operacion externa llamada multiplicacion de un
vector por un escalar.

El autor brasilefio Lima E. enuncia esta definicién en [22], pag.1.
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Teorema 5.1.4

El conjunto R"™ con las operaciones adicion de vectores y
multiplicacién de un vector por un escalar, es un R — espacio
vectorial de dimensién n.

En el libro de Lima E. (véase [22], p4g.1) se encuentra este teorema.

Observaciones:

1. El vector cero sera denotado por 6 = (0,0,-:+,0);

2. El opuesto aditivo del vector x sera denotado por —x;

—x = (=xq, =Xy, ", —Xp)

3. Los vectores canonicos ey,e,,...,e, € R", definidos por
e; = (1,0,--+,0), e, = (0,1,---,0),..., e, = (0,0,---,1) forman una
base en R", la cual es llamada base canonica de R™.

Varios conceptos geométricos que aparecen en el plano y el espacio

(tales como angulo, proyeccién, perpendicularidad, etc.), pueden ser

generalizados a dimensiones mayores. El concepto de norma es

fundamental para el espacio vectorial R™.

5.2 Norma, Producto Interno y Distancia en R".
Definiciéon 5.2.1 La funcién ||||: R® - R definida por

n n

el = D o= [ w2

i=1 i=1

se llama norma euclidiana en R™.
El nimero ||x|| se llama la norma del vector x.
Podemos ver esta definicién expuesta por el autor Lima E. en [22],

pag.4.

Proposicion 5.2.2

Para todo x,y € R"™ y para todoa € R, se cumplen las siguientes
propiedades:

D x|l =0;

2) x|l = 0 siy solamente si x = 6;

3) llx +yll < x|l + llyll (Desigualdad Triangular);

4) la- x|l = lal - llx]l.

La proposicion 5.2.2 nos dice que el par (R"||:||) es un espacio
normado.

El autor Lima E. presenta la prueba de esta proposicién en [22],

pag.5.
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Ejemplo:
Sobre el espacio vectorial L(R™,R"™) definamos la funcién
|-]l: L(R™, R") - R mediante

17N = sup {Z: x € R, x = 6},

|E9]|
Entonces:
1) Claramente ||-|| es una norma.
2) Para todo x € R™, se verifica la desigualdad ||T (x)|| < [IT]l|x]].
Para todo x€R™ no nulo, de la definicibn se

tiene; "N < |I7|1; entonces TGNl < ITNIx|l ... (%)

[E9]|
Six = 0, también se cumple (x).
Por lo tanto, para todo x € R™; ||T(x)|| < IITIllIx]l.

Producto Interno en R".
Definicién 5.2.3 Sean x = (xq,x5,*,%,), V= (y1, V2, V) € R™. El
producto interno de x e y, denotado por (x,y), es el nimero real

definido como:
n

(x,y) = Z Xi Vi
i=1
El autor brasilefio Lima E. enuncia esta definicién en [22], pag.3.
Obsérvese de inmediato que ||x|| = /{(x, x).

Proposicion 5.2.4

Para todo x,y,z € R" y para todo a € R, se cumplen las siguientes
propiedades:

1 (x,x)=0;

2) {x,x) =0 siy solamente six = 6;

3) {x,y) =y, x);

4) (x,y+2z)=(x,y)+ (x,2);

5) {a-x,y)=a-{(x,y).

Podemos encontrar la prueba de la proposicién en [22], pag.3.

Proposicién 5.2.5 (Desigualdad de Cauchy — Schwartz)
Para cualquiera x,y € R"; entonces |(x, y)| < ||x|| - l|y]l.
El autor Lima E. expone la prueba de esta proposicién en [22], pag.4.

Definicién 5.2.6 El angulo A entre dos vectores no nulos x e y es
(x,y)

lxll-Iyil

Los autores Hasser N., LaSalle J. y Sullivan J. enuncian una

definicién similar en [14], pag.57.

definido por cos A =
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Definicién 5.2.7 Sean x,y € R"; se dice que x es ortogonala y siy solo
si(x,y) = 0. Se escribe x L y para indicar que x es ortogonal a y.
Podemos ver esta definicién enunciada por el autor Lima E. en [22],
pag.4.

Observaciones:
1. Los vectores candnicos son ortogonales entre si.

2. Cualquier vector de R™ es ortogonal a 6, es decir;
n

(x,9)=in-0=0.

i=1

Distancia en R™.

Definiciéon 5.2.8 La funcién d: R™ X R™ — R definida por
d(x,y) = llx = yll

se llama distancia en R".

El nimero d(x,y) se llama distancia de x a y.

El autor Lima E. enuncia esta definicién en [22], pag.7.

d(x,y)

fig.1 Distancia de x a y.
Observaciéon: Para todo x € R", d(x,0) = ||x — 0| = ||x]|.

Proposicion 5.2.9

Para todo x,y,z € R", se cumplen las siguientes propiedades:

1) d(x,y) = 0;

2) d(x,y) =0siysolosix=y;

3) d(x,y) =d(y,x);

4) d(x,z) <d(x,y)+d(y,2).

La proposicion 5.2.9 nos dice que el par (R", d) es un espacio métrico.
En el libro de Lima E. expone una prueba de la proposicién en [22],
pag.7.
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5.3 Elementos de Topologia en R".
Bolas en R™.
Definicién 5.3.1 Seac e R" y r > 0.
1. La bola abierta de centro c y radio r, es el conjunto definido por:
B(c,r) ={x e R ||x —c|| <1}
Noétese que: x € B(¢c,r) e |lx —c|| <.
1. La bola cerrada de centro c y radio r, es el conjunto definido por:
Ble,r) ={x e R |lx —c|| <}
Obsérvese que: x € B(c,r) & |lx —c|| < 7.
ni. La esfera de centro ¢ y radio r, es el conjunto definido por:
Se,r)={xeR™|x—cl|l=1}k
Noétese que: x € S(c,r) © |lx —c|| = 7.
El autor Lima E. expone estas definiciones en [22], pag.10 — 11.

Observacién: Para todoc € R* yr > 0; B(c,r) = B(c,r) U S(c,1).

Conjunto Acotado.
Definicion 5.3.2 Sea X ¢ R", se dice que X es un conjunto acotado si
y solo si existe una constante real positiva k tal que ||x|| < k, para
todo x € X. Simbodlicamente:
X es acotado © existe k > 0 tal que ||x|| < k, para todo x € X;
& existe k > 0 tal que x € B(8, k), para todo x € X.
El autor Lima E. enuncia esta definicién en [22], pag.39.

Interior de un Conjunto y Conjunto Abierto.

Definicién 5.3.3 Sea X c R" y ¢ € R".

1. El punto ¢ es interior de X s1 y solo si existe € >0 tal
que B(c, &) c X;

1. El conjunto int(X) = {c € R™: ¢ es punto interior de X} se llama
conjunto interior de X;

11. El conjunto X es un conjunto abierto siy solo si int(X) = X.

El autor Lima E. expone estas definiciones en [22], pag.34.

Observaciéon: Para todo X ¢ R", int(X) c X.

Efectivamente, sea ¢ € int(X); entonces ¢ es punto interior de X, es
decir; existe € > 0 tal que B(c,¢) € X. Entonces ¢ € B(c,¢) € X. Por
lo tanto c € X.

Proposicién 5.3.4

Sean X,Y c R"; entonces:

1) SiX cY, entonces intX C intY;

2) El conjunto intX es un conjunto abierto.
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El autor Lima E. expone una prueba en [22], pag.35.

Proposicién 5.3.5
Parac € R*yr > 0; B(c,7) y R* — B(c,7) son conjuntos abiertos.
El autor Lima E. presenta una prueba en [22], pag.34 — 35.

Teorema 5.3.6

1) El conjunto vacio y R" son conjuntos abiertos.

2) La interseccién de una familia finita de conjuntos abiertos es un
conjunto abierto.

3) Sea {A;}sea una coleccién arbitraria de conjuntos abiertos;
entonces U,c4 4; es un conjunto abierto.

Podemos encontrar una demostracién del teorema en [22], pag.36.

Conjunto Cerrado.
Definicién 5.3.7 Sea X ¢ R", se dice que X es un conjunto cerrado si
y solamente si el complemento de X es un conjunto abierto.
Simboélicamente:

X es cerrado & R — X es abierto.
El autor Del Castillo F. enuncia una definicién similar en [9], pag.17.

Teorema 5.3.8

1) El conjunto vacio y R™ son conjuntos cerrados.

2) La unién de una familia finita de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.

3) Sea {A;};ea una coleccién arbitraria de conjuntos cerrados;
entonces ;¢4 A; es un conjunto cerrado.

El autor Del Castillo F. expone una demostracién en [9], pag.18.

Conjunto Compacto.

Definicion 5.3.9 Sea K c R", se dice que K es un conjunto compacto
s1y solo s1 K es cerrado y acotado.

El autor Del Castillo F. enuncia una definicién similar en [9],
pag.123.

Ejemplo:

La bola cerrada B(c,7) y cualquier conjunto finito son conjuntos
compactos en R".
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Teorema 5.3.10

La interseccién de una familia finita de conjuntos compactos es un
conjunto compacto.

Demostracion

La interseccién de una familia finita de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado, en virtud del Teorema 5.3.8 (parte 3). Faltaria
probar que la intersecciéon finita de conjuntos acotados es un
conjunto acotado; sea x € N}, 4;, entonces para todo i=1,--,n;
X € A;, como los conjuntos A; son acotados, entonces que existen
constantes k; > 0 tal que |[x|| < k;, para todo i = 1,---,n. Tomando
k = min{k;i =1,---,n} > 0, entonces existe k > 0 tal que [|x|| <k,
para todo x € A4;. Por lo tanto, N}, 4; es acotado. Esto completa la
demostracion del teorema.

5.4 Sucesion y Limite en R".
Definiciéon 5.4.1 Una sucesion en R™ es una funciéon x:N - R" que a
cada numero natural p se le asocia el vector x(p) = x, € R" llamado

p — término de la sucesion.
Podemos encontrar una definicién similar en [22], pag.13.

Definicién 5.4.2 Sea (x,) € R" se dice que ¢ € R" es /limite de la
sucesion x, cuando p tiende al infinito si y solo si para todo & > 0,
existe p, €N tal que si p €N, con p = p,, entonces ||xp - c|| <e.

Simbodlicamente,
z%i_r)(r)loxp = ¢ © para todo € > 0, existe p, € Ntal quesip € N

con p = p,, entonces ||xp - c|| <e.
Nota: Sea (x,) € R" se dice que x,, es una sucesion convergente si'y
solamente si existe ¢ € R" tal que limx, = c.

p—o
El autor Del Castillo F. presenta una definicién similar en [9],
pag.25.

Definicién 5.4.3 Sea (x,) una sucesién en R". Se dice que (x,) es una
sucesion de Cauchy, si para todo &€ >0, existe p, € N tal que
sip,q € N, con p,q = p,, entonces ||xp — xq|| < &. Simbodlicamente,
(x,) es de Cauchy © para todo € > 0, existe p, € N tal que sip,
q € N, con p,q = p,, entonces ||xp — xq|| <e.
Podemos encontrar una definicién similar en [9], pag.25.
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Definicién 5.4.4 Sea (x,) € R" y k:N - N una funcién creciente. La
composicion x o k:N - R" que a cada nimero natural p le asocia el
punto (x o k), = xy, es llamada subsucesion de (x,) € R™.

Notacidn: (x,) C (x,) significara “(xy,) es una subsucesién de (x,)”.
El autor Lima E. enuncia una definicién similar en [9], pag.25.
Nota: (R",[|-||) es un espacio completo. Si TODA sucesién de Cauchy
es converge.

Definicién 5.4.5 Sea X ¢ R™. Decimos que a € R" es un punto de
acumulacion de X cuando toda bola B de centro a contiene algin
punto de X diferente de a. Es decir, el punto a es un punto de
acumulacién de X siy solo si para todo € > 0, B(a, &) N (X — {a}) # @.
Podemos encontrar esta definicién en [9], pag.14.

fig.2 El punto a es de acumulacién de X.

Definicion 5.4.6 Sea f:X — R"™ una funcién, donde X c R™ y a es
punto de acumulacién de X. Se dice que L € R"™ es el /imite de la
funcion f en a si y solo si para todo € > 0, existe § > 0 tal que
six€X yO0<|x—all <8, entonces ||[f(x) — L|| < e. En este caso se
usa la notacién )lcl_r)rcll f(x) = L. Simbdlicamente,

lim f(x) = L © para todo € > 0, existe § > 0talquesix € X y
x—a

0 < |lx —all <8, entonces |[f(x) — L|| < e.
Esta definicién es enunciada por Lima E. en [9], pag.33.
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Capitulo 6

Aplicaciones entre Espacios Euclidianos

En este capitulo desarrollaremos los conceptos de continuidad y
diferenciabilidad de las aplicaciones entre espacios euclidianos. Los
conceptos de diferenciabilidad y de continuidad son de los que mas
han influido en el desarrollo de la matematica, pero fue en siglo XIX
cuando el andlisis le dio la firmeza y la claridad que goza en la
actualidad.

6.1 Funciones Continuas.

Definicién 6.1.1 Sea f: U —» R"™ una aplicacion definida en el conjunto
UcR™, tal que a cada punto x €X le asocia su imagen
flx)=(fi(x), -, fo(x)). Las funciones reales f;:U —> R, para
cada i = 1,---,n, son llamadas funciones coordenadasde f. Se escribe
entonces f = (f1, f2,-, f™).

El autor Lima E. enuncia esta definicién en [20], pag.19.

Definicién 6.1.2 Sean f: R™ — R™ una funcién y a € Dom(f); se dice
que f es continua en c si 'y solo si para todo € > 0, existe § > 0
tal que si x€U y |lx—c|l <68, entonces |f(x)—f(o)l<e.
Simboélicamente:
f es continua en ¢ < para todo € > 0, existe § > 0 tal que six € U
v llx —c|l < 6, entonces ||f(x) — f(c)]| < e.
El autor Bartle R. enuncia esta definicién en [4], pag.162.

Teorema 6.1.3
Si f es continua en ¢ y g es continua en z = f(c), entonces la
compuesta g o f es continua en c.

El autor Bartle R. expone una demostracion para este teorema en
[4], p4g.168 — 169.

Teorema 6.1.4

Sean U € R™, f:U - R" y ¢ € U. Son equivalentes:

1) f es continua en c;

2) Para todo (x;) c U tal que Ili_}rgloxk =c, ]li_{rolof(xk) = f(c).
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El autor Lang S. presenta una demostraciéon para este teorema en
[17], p4g.126 — 127.

Teorema 6.1.5 (Teorema del Valor Maximo y Minimo)
Sea K € Dom(f) compacto en R™ y sea f funcién continua de valor
real; entonces existen puntos x*,x, en K tales que

f(x™) =sup{f(x):x € K}y f(x.) = inf{f (x): x € K}.
El autor Bartle R. expone una demostracion para este teorema en
[4], pAg.180 — 181.

Corolario 6.1.6

Sea f:R™ - R™ una transformacion lineal. Entonces f es inyectiva
siy solo si existe m > 0 tal que ||f(x)|| = ml||x||, para todo x € R™.

El autor Bartle R. presenta una demostracion para este teorema en
[4], pag.181.

6.2 Aplicaciones Continuas.

Definicién 6.2.1 Diremos que f:U — R" es una aplicacion continua
en el conjunto U c R™ cuando f es continua en todos los puntos
cevy.

Podemos encontrar esta definicién en [20], pag.20.

Teorema 6.2.2

Sea K € R™ un conjunto compacto y f:K — R"™ una aplicaciéon
continua; entonces f(K) es un conjunto compacto.

Demostracion

Supongamos que (y;) c f(K); entonces existe (x;) c K tal que
Yk = f(xx), para todo k € N pues (y, € f(K), Como (x,) €K y K
compacto, entonces existe (xjk) C (x,) tal que ,ll;noloxjk =x EK.

Como f es continua en K, entonces Ill'mf(xjk) =f(x)ef(K)yx€eK

en virtud del Teorema 6.1.4. Haciendo yj = f(xjk) e y=f(x),
hallamos que existe una subsucesion (yjk) C (y,) para la cual
’lim Vi =¥ € f(K). Por lo tanto f(K) es un conjunto compacto.

Podemos encontrar una demostracién similar en [17], pag.142.

Definicion 6.2.3 Una aplicacion f:U - R" dice uniformemente
continua en el conjunto U € R™ cuando para todo € > 0, existe § > 0
tal que six;,x, EU Y |lx; — x,|l < &, entonces [|f (x1) — fFO)Il < €.
El autor Lang S. enuncia una definicién similar en [17], pag.142.
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Teorema 6.2.4 Toda aplicacién continua f:K — R", definida en el
conjunto compacto K ¢ R™, es uniformemente continua.
Demostracion

Supongamos que f no es uniformemente continua, es decir
existe €>0 tal que para todo & >0, existen x5x's€K

con |lxs—x'sll <8 y llf(xs) — f(x's)l| = . Tomando & = %, k € N;

(denotando xs=x1=x, y x's=x1=1x",), existen x.x', CK
n n

! 1 !
con [lx, — X'kl <+ () y If () = fF("Wl = €, para todo k € N.
Como K es compacto, existen (xj)  (x) y (x'5) € (x')) tales que
Ilim Xy =X €KYy Ill'm x'j = x' € K. Luego

e =2l = | im oy = Jim o' | = | dim e = ]| = 0. Cpor ().
Si|lx — x|l = 0, entonces x = x’. Como f es continua, se tiene

lim £(xj) = FGO  Jim £ (') = FO) = £), pues [x = x'] (=)

Luego &< limllf(xg) = F'a)ll = || Jim f(x0) = Jim £(x'3) | =0,
(por (*x*)). Entonces ¢ < 0, lo cual es una contraccion, pues € > 0.

Esto demuestra la validez del teorema.
El autor Lang S. expone una demostracién en [17], pAg.142 — 143.

Definicién 6.2.5 Un homeomortfismo en el conjunto U € R™ sobre el
conjunto V cR™ es una biyeccion continua f:U -V cuya
inversa f~1:V - U también es continua.

El autor brasilefio Lima E. enuncia esta definicién en [20], pag.26.

Teorema 6.2.6 Sea K c R™ compacto; entonces toda aplicacion
continua inyectiva f:K - R™ es un homeomorfismo sobre su
imagen L = f(K) (compacto).

Podemos ubicar una demostracién para el teorema en [20], pag.27.

6.3 Funciones y Aplicaciones Diferenciables.
Definicion 6.3.1 Sea f:U — R™ una funcién definida en el abierto
UcCcR™, sea ceU y sea x € R™ cualquiera. Se dice que un

d . . :
vector % € R" es la derivada parcial de f en c con respecto a x si

para todo € > 0, existe § > 0 tal que paratodot E Ry 0 < |[t| < § se

|(f(C+tx)—f(C)) _9f(©)
t dx

verifica la desigualdad | <e.
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Observaciones:

af (o)
1 ox

1. La derivada parcia esta determinada de manera unica

cuando existe.

fle+tu)-1(c)
t

2. Se define 6];((:) como el limite lim , 0 como la derivada

X t—-0
en t =0 de la funcién F definida por F(t) = f(c + tu), para |t|
suficientemente pequena y con valores en R".

El autor Bartle R. enuncia esta definicién en [4], p4g.381.

Definicién 6.3.2 Sea U € R™ un conjunto abierto. Diremos que una
aplicacion f: U —» R" es diferenciable en c € U siy solamente si existe
una transformacién lineal T:R™ — R"™ tal que para todo £ >0,
existe 6 >0 tal que si x€R™ y |lx—c|| <8, entonces x €U
yllfGx) = fle) =T =)l < ellx —cll.

Se puede reformular de la siguiente manera:

Para todo & > 0, existe § > 0 tal que si u € R™ y ||lu|| < 6§, entonces
If(c +uw) — f(c) =Tl < ¢llull, que, ademds, se puede escribir

como lim If(ctw)—f()-TWIl _ .
lul|-0 lluell

Podemos encontrar esta definicién en [4], pag.382.

Observaciones:

1. La aplicacion lineal T se llama derivada de f en c y se denota
por f'(c).

2. Una funciéon f: U € R™ —» R" se dice diferenciable sobre U, si es
diferenciable en cada punto de U.

3. La funcién f":U - L(R™,R"), que a cada c€U le hace
corresponder una transformacién lineal f'(c): R™ —» R", se llama
funcién derivada.

Matriz Jacobiana.
Definicién 6.3.3 Sean f:U — R" diferenciable en c € U c R™ y eg;
el j — ésimo vector de la base candnica de R™. Entonces
, o f(c+tej)—-£(c) n
f'(c) e]—ltgrg—t € R".
El limite anterior es usualmente llamado j — ésima derivada parcial
. , _of
de f en el punto c, y es indicado por f'(c) - ¢; = o] (c).
De la Definicion 6.1.1, si f!,--,f™U >R son las funciones
coordenadas de f, entonces

A () = (ﬂ(c);‘“ ij(c))'

OxJ OxJ " ox
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Podemos expresar la matriz de la transformacién lineal
f'(c):R™ - R" asociada a las bases candnicas de R™ y R", llamada
matriz jacobiana de f en el punto ¢, cuyo orden es n X m. El elemento
(i,j) de esta matriz es la i — ésima coordenada del vector f'(c) - e;, y

por lo tanto:

raft oft oft ]
ped (OBt (O BRI ()
1@ =78 @ 2@ = 7RO
Bfn: afn: : afn:
o7 Sz - (o)

Cuando m =n, el determinante de la matriz Jf(c) se llama el
determinante Jacobiano o simplemente el Jacobiano de f en el
punto c, se denota con J(f(c)).

El autor brasilefio Lima E. expone esta definicién en [20], pag.98.

Definicién 6.3.4 Sean U c R™, V c R" abiertos. Una aplicacién
f:U -V es un difeomorfismo entre U y V cuando es una biyeccién
diferenciable cuya inversa, g = f~1:V — U, también es diferenciable.
El autor Lima E. enuncia esta definicién en [20], pag.111.

6.4 Aplicaciones de Clase C!(U).

Definicion 6.4.1 Sean U c R™ un conjunto abierto. La aplicacién
f:U - R" se dice que es de ‘“clase C1(U)”si,

1. f es diferenciable en U;

ii. f:U - L(R™,R™) es continua.

Podemos encontrar esta definicién en [4], pag.409.

Teorema 6.4.2

Sean U cR™ un conjunto abierto, f:U— R"™ una funciéon
diferenciable en U. Entonces:

f es de clase C!(U) si y solo si las derivadas parciales ZTf; son
continuasen U; 1 <i<y1<j<m.

Demostracion

. . aft .
(&) Supongamos que las derivadas parciales gfj son continuas en U,
paratodo 1<i<ny1<j<m,seac€U; dadoe >0, existe §;; >0

tal que six € Uy ||lx — c|| < 6;;, entonces

)
oty of! _&
dxJ () dxJ ()] < 2vymn’
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Consideremos § = min{6;;: 1 <i <n,1 <j <m} > 0. Entonces hemos
hallado un § >0 tal que si x€U y |lx—c|| <8, se verifica
A () =
que |35() = 35 00)| <

&

2ymn
Por hipétesis, existen f'(x), f'(c) las cuales se pueden representar

por sus matrices jacobianas.

,paratodo1<i<yl1<j<m.

oty oft o
T L) - L
oty o or
ox1 (X) 0x2 (X) T axm (X)
oty ATy Lo
Lox1 (X) d0x2 (X) T gam (X)_
y
oty o o1 (]
ox1 (C) d0x2 (C) T axm (C)
o o or?
oxt (C) 0x2 (C) Toaxm (C) s
afm afm Foam
oa@ @ - ()]

respectivamente. Recordemos que si T: R™ —» R" es transformacion
lineal, entonces ||T|| = sup{l[TC)I:|lx]| <1} y, ademads, para
todo x € R™, ||IT(x)|| < lIT|lllx||. Luego,

"GO = £l = sup{[|(f' ) = /@)y |: yll < 13

Como
a 1 a 1 a 1 a 1
(f') = f'(©)y = [(% (x) — %(c))yl + (# (x) — %@)) Yy 4o
+ (;L; (x) — %(ﬂ) §/SPRILN (g (x) — g(c))yl

+ (‘;sz (x) — %(c))yz + -+ (i%(x) - ;%(C))Ym],

entonces

N[

IA

I G) = f'enyll Iyl

. . 2
aft af
Z (axf (3 = oxJ (C)>

|07

S ()

|7

1
2

N

Iyl

1
4mn)2 = 2

Luego ||(f'(x) — f'(e)yll < g, para todo y € R™ con |[ly|l < 1; este
resultado implica que sup{||(f'(x) — f'())yl: llyll <1} < % < &; por lo

2

(0]

< (mn

tanto se sigue que ||f'(x) — f'(¢c)|l < €. Asi, f' es continua en c.
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(=) Sea c € U tal que ' es continua en c. Dado € > 0, existe § > 0 tal
que si x€U y |lx—c|| <68 entonces ||f'(x)—f' ()l <& luego
tenemos que ||(f’(x) — f’(c))y” <|If'(x) = f'(c)ll, para todo y € R™
con ||y|l<1. Para y=(1,0,0,--,0) € R™, en particular, la doble
desigualdad

<a—f1(x) - %(6),---,3—’:(@ —g—’:(d)

axt

<If'G) = fl <,

implica que
aft aft .
|ﬁ(x) _ﬁ(c)| < e paratodol <i<n.

; . . aft .
Asi queda demostrado que las derivadas parciales a_;jzl son continuas

en ¢, para todo 1 < i < n. Analogamente, para y = (0,1,0,---,0) € R™,
la doble desigualdad

art art arr arr ' '
<—(x) el O €9 —@(6)> <|f'&x) = f'©ll <e,

dx2

implica que

i i
%(x) —%(c)| <eg paratodol <i<n.

. Ny . . aft
Asi también queda demostrado que las derivadas parciales .z son

continuas en c, para todo 1 <i <n. Repetimos este proceso hasta

: . aft .
demostrar que todas las derivadas parciales gfj son continuas en c,

para todo 1 <i <ny todo 1 <j < m. Por lo tanto, las derivadas

. aft . .
parciales 5o Son continuas en cualquier punto de U, pues c es

arbitrario.
El autor Bartle R. presenta una demostracién similar en [4], pAg.409
—410.

Lema 6.4.3
Sean U € R™ un conjunto abierto, f:U — R"™ diferenciable en U,
X0 €UyS={(1-t)a+th:0<t<1}cU. Entonces

If () — f@) — f'(x)(b — )l < |Ib — allsup{llf'(x) — f'(xo)ll: x € S}.
El autor Bartle R. expone una demostracion para este teorema en
[4], pag.410.

45



Lema 6.4.4 (Lema de Aproximacién)
Sean U ¢ R™ un conjunto abierto, f:U —» R" de clase C*(U), x, € U
y € > 0. Entonces existe § = §(¢) > 0 tal que si x;,x, € U con
llx; = xo0ll < 8y llxz — x0ll < 6,
entonces
If (1) = f(x2) = f/(x0) (1 — x2) | < ellxy — x|l
Demostracion
Supongamos que f es de clase CY(U). Entonces, existe
f':U - L(R™,R"), la cual es continua en U.
Sea x, € U; entonces para todo € > 0, existe §; > 0 tal que si x € U
¥ llx = xoll < 81, entonces ||f'(x) — f'(xo)ll < &...(*)
Como x, € U, entonces existe §, > 0 tal que B[x,, 6,] € U ... (x%)
Tomemos & = min{d;,8,} > 0; dados x;,x, €U con |lx; —x,ll <6
v llxz = x0ll < 6.
a) Como |[x; — xoll < 6,y llx; — x,ll < 8;, entonces
If'(e1) = f(xo)ll < ey llf'(x2) — f/ (o)l < &, por (¥).
b) Como |lx; — xoll < 8, y llx, — xoll < 8,, entonces x; € B[x,,8,] € U
y x, € Blx,,6,] c U.
Asi el segmento de recta que une x; con x, se encuentra en U. Por
el Lema 6.4.3, sabemos que ||f(x;) —f(xy) — f'(x0)(x; — x,)|| es
menor o igual a |[x; — x, || sup{||f'(x) — f'(x,)||: x € S}. Para cada
x = (1—1t)x; + tx,, t € [0,1] se tiene,
llx — xoll = II[(1 — )y + tox] + [(1 — t)xg + txo]ll
= 1(1 = t)(x; — x0) + t(xz — x0)l
< (1= t)lxy — xoll + tllxz — x|
<A-t)5+t65=6
Por (*) tenemos que |[f'(x) — f'(xo)|l < &, esto condicién implica que
sup{llf'(x) — f'(xo)l: x € S} < €. Por lo tanto,
1f (1) = £ (x2) = f(x0) (rp — x2) | < ellxy — x2l.
El autor Bartle R. presenta una demostracién parecida en [4],
pag.410.
Nota:
Sea U c R™ un conjunto abierto y f:U — R"™. En lo siguiente se
establecerd, el caracter local de la transformaciéon f en un punto
c €U; estas caracteristicas estan determinadas por Ila
transformacion lineal f'(c). Veremos los siguientes casos:
i. Si m<n y f'(c) es inyectiva, entonces f es inyectiva en
vecindades pequenas de c.
ii. Sim=ny f'(c) es sobreyectiva, entonces la imagen bajo f de
una vecindad pequena de ¢ es una vecindad de f(c).
iii. Sim=ny f'(c) es biyectiva, entonces f aplica una vecindad U
de ¢ en una forma uno a uno sobre una vecindad V de f(c).
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B. Resultados Obtenidos

En esta parte exponemos los resultados mas importantes de la
investigacion realizada.

Resultado 1: Teorema de la Funcién Inyectiva

Sean U ¢ R™ un conjunto abierto y f:U —» R" de clase C*(U),c € U

donde f'(c) es inyectiva. Entonces existe § > 0 tal que g = figc,5] €S

inyectiva y g~t: g(B[c, 8]) = Blc, 8] es continua.

Demostracion

Sea ceU tal que f'(c) es inyectiva. Por el Corolario 6.1.6,

existe r > 0 tal que r||ull < [If'(c)ull, para todo u € R™ ... (¥)

Consideremos ¢ = g > 0. Por el Lema de Aproximacién, existe §; > 0

tal que si x;,x, €U con |lx; —cl|<8; v llx, —cll <68,, entonces

lf (x1) = f(x2) = () (x1 — x )l < £||x1 — x|l Asumiendo que
u=x; —x,, resulta que ||f(x;)—f(x)—F (W] < g llull. Por la
desigualdad triangular, obtenemos que:
f' Cull = llf Ce) = f QDN < MIf (xp) — f(x2) = f ()@l
< lul
<l (©ull,

por la desigualdad (*)

Entonces - IIf"()ull < IIf (1) = f (x| .. (+#)

1) Probaremos que f es inyectiva en B[c,8;]. Para este fin
consideremos  x,x, € B[¢,8;] con f(x;) = f(x;), entonces
X1,X2 €U con [|x; —cl] < 6, y lx, — cl| < 853 luego
%Ilf’(c)ull <|lf(xy) — f(x)l|=0yen consecuencia% Ilf'(c)ull = 0;
de aqui se sigue que |[[f'(c)ull =0, entonces f'(c)u=20.
Siendo f'(c) un monomorfismo, concluimos que u = 6; entonces
se concluye que x; — x, = 6; es decir x; = x,. Por lo tanto, f es
inyectiva en B¢, 6]. Definamos g:Bl[c, ;] = f(Blc, 6:])
mediante g(x) = f(x), para todo x € B[c, §,]. Asi, g es biyectiva.

2) Probaremos que g~! es continua. Efectivamente, dados
y1,Y2 € f(Blc, 6,1]), existe un tnico x; € Blc, 8] tal quey, = f(x;)
y existe un unico x, € B[c, §;] tal que y, = f(x,). Luego,
lg™ 1) — g7 )l = llxy — x|
< 2lIf'(©yull, por (x)

< 21If Ge) = F@)Il, por (++)
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2
= ;")’1 = ¥,ll.

Dado & > 0, existe § = min {61,%} > 0 tal que si |ly; —y,ll <6,

entonces ||y, — v, <61y |y — 21l < %; luego tenemos que,

2¢r

_ _ 2
lg™ (1) — g7 Il < ;”)’1 -yl < TS =&
Lo que demuestra que g~! es continua.

Rm

A

v
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Resultado 2: Teorema de la Funciéon Sobreyectiva

Sean U ¢ R™ un conjunto abierto y f:U —» R" de clase C*(U),c € U
donde f’(c) es sobreyectiva. Entonces existen k > 0y a > 0 tales que
siyeR" y |ly — f(o)l < %, entonces existe x € U tal que |lx — c|| < a
y f(x)=y.

Demostracion

Sea c e U tal que f'(c):R™ —> R" es sobreyectiva. Cada uno los
vectores e;, de la base candnica de R", es la imagen bajo f'(c) de
algin vector en R"; entonces existen vectores uq, u,,... ,u, en R™ tal
que f'(c)(u;)) =e;, para todo 1<i<n. Puesto que para
cada y € R", existen escalares TUnicos a4, ay,...,a, tales
quey = a.eq + aze; + -+ ape, [cuandoy = (a4, @y, -+, @,)], entonces
podemos definir una funcién g¢:R™ - R™ mediante la regla de
correspondencia g(y) = g(aq, ay, -+, an) = X qiU;.

1) Es claro que g es una transformacién lineal.

2) También es evidente que f'(c)og:R*—>R" es una
transformacion lineal. Ademas, para cada y € R", se tiene
(f'(©@ e g =f'(©)(g() = () Ty apu; = Xy aif (O
=i a6 =Y,
entonces (f'(c)eg)(y)=y, para todo y€R". Por Ilo
tanto, f'(c) o g es la identidad en R".

3) Sik= (Z?zllluillz)%, entonces |[g(y)|| < kllyll, para y € R™.
Efectivamente, para cada y € R™ se tiene
gl = llg(ay, az, -, a)ll = IXi aig(e)ll = 125 aiwill,
< Xialagl - llwldl,
1
< (a2 - (S lugll?)?
= |lyllk.
Por lo tanto, |[g(y)|| < kllyll, para y € R™.

4) Para i > 0, por el Lema de Aproximacién, existe § > 0 tal que
si x1,x, €U con |lx;—c||<6 y |lx, —cl| <8, se satisface que
If ) = £ (xz) = /() (1 = x)Il < o= llx; — x2]l. Ademas, podemos
elegir § de tal modo que B]c, 8] c U.

5) Sea y €R™ donde |ly—f()|l < % y consideremos x, = c,
x; =xo+g(y —f(c)). Entonces, como x;—x,= g —f(c));
se sigue que ||lx; — x0ll = llg(y — F ()|
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yllgy = Fl < klly = fFOI < k() =%
Entonces ||x; — x|l < % [o |lx; — x| < (1 — %) al.
De esta manera, resulta que ||x; — c|| = llx; — %ol < % <ay
que |lxg—cll=llc=cll=0<a.
Siendo x;,x, € U, por la parte 4) tenemos que
I1f Ger) = £ (o) = £1(0) Ger = xo) | < 5121 = ol
Tomemos x, = x; — g(f(xl) — flxo) — f'(c)(x; — xo)); sigue que
llox, — x4l = ”g(f(x1) — fxo) — f'(c)(xy — xo))”
< kllf (x1) = f(x0) = f'(€)(x1 — xo)|I, por la parte 3)
<l (57) - Iy = xoll =3 llxy = o
1 . a _ i
2 2 22
Entonces |[x, — x;|| < %

a 1
Luego, llx; = xoll < lx, = 2l + I = xll < 5+ (1-3)

101 1
=[1-CG-)|e=(1-3)«
1
Por lo tanto, |[x, — x4l < (1 - 2—2) «a.
Entonces podemos definir inductivamente x5, x4, ... ,x; de modo
1 .
que ||x; — x4 || < Za—] y |lx—c| < (1 - 5) a,donde3 <j <i.
De esta manera para
Xi+1 = Xi — g(f(xi) — fxiz) = () (x; — xi—l))
se cumple que
Ixip1 — xill = ”g(f(xi) — fxiz) = () (x; — xi—l))”
< kllf () = feig) = f1(@) (e — x|
< ko g = xiqll = 5l = x4l
1(a a
<3(3) =7

. a .
Se obtiene entonces que |lx;1; — x|l < 77, para todo i = 1.

Asimismo,

a 1
s = el < lxeen = il + ll = el < 5 + (1= 55 ) @

= (1 - 2i1+1) a,

)a, para todo i > 1.

1
2i+1

entonces ||x;;, — c|| < (1 —

Asi se ha construido una sucesion (xp) en R™ tal que

Iy = xp-a || < ;ip’ 2y = | < (1 - Zip) a.
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6)

7)

8)

9)

Afirmamos que (xp) c R™ es de Cauchy.
Efectivamente, seanp €N, g € Ncon p < g

”xp - xq” = ”xp xp+1|| + ||xp+1 xp+2|| + et ”xq—l - xq”
(24 a

t— et <

— 2p+1 2p+2 2m — op
Para todo € > 0, tomemos — > 0; Por la propiedad Arquimediana,

existe p, €N tal que zTSZ' Entonces para p,q €N, con

Po < p < q, resulta que ||xp—xq|| _2—p_270<a( )—s. Lo que

prueba que la sucesién (xp) es de Cauchy.

Puesto que el espacio R™ es completo, existe x € R™ tal que x,
converge hacia x € R™.

Probaremos que x € B[c,a]. Efectivamente, para cada p €N,

|, — ¢l < (1 — i) a; entonces aplicando limite obtenemos

que 11m ||xp - c|| < lim (1 ——) a; luego, tenemos lo siguiente
p—)OO
lim(x, —o)|[<a—«a llm —> se sigue que |lx —c|l <a. Por lo
p—)OO

tanto, x € B[c, a].

Para todo p €N, f'(c)(xp41 — x,) =y — f(x,). Probaremos esta
igualdad por induccién sobre p. Para p = 0 se tiene
f' @0 =x0) = gy = fF@)] = (F'(©) e )y = £(©))
=y—fl)=y—x
Tomando en cuenta que
f’(c)(xp+1 - xp) = f'(C)[—g(f(xp) - f(xp—l) — () — xp—l))]
= ~(f"(© e D[ (xp) = £ (xp-1) = () (xp — xp-1)]
= _[f(xp) - f(xp—l) - fl(c)(xp - xp—l)]
= f’(c)(xp - xp—l) - f(xp) + f(xp—l)
Supongamos que para p se cumpla la igualdad
@0 = Xpt) = ¥ = fCpon)-
Probaremos que esta es cierta para p + 1. En este caso se tiene
f’(c)(xp+1 - xp) = f’(c)(xp - xp—l) - f(xp) + f(xp—l)
=y - f(xp—l) - f(xp) + f(xp—l)
:y_f@ﬂ-

10) Se verifica que y = Ilim f(x,) = f(x).

Para todo p € N, se cumple
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f'(C)(xp+1 - xp) =y- f(xp)-
Luego, Ili_{{)lo[f’(c)(xp+1 - xp)] = gi_)n.}o[y - f(xp)];
de alli, f(€) | lim (541 — ,)| =¥ = lim [£(x,)]

Como f’(c) es una transformaciéon lineal, tenemos que

f'o)]e] = <y i (limx,,)) [6]; esto implica que 6 =y — f(x). Por

b—o

lo tanto, y = f(x).

11) Para todo y € R™ tal que |ly —g(o)ll < %, existe x € U, con
llx — cll < a, tal que y = f(x).

A
v
A
v
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Resultado 3: Teorema de la Aplicacion Abierta

Sean U c R™ un conjunto abierto, f:U —» R"™ de clase C(U),
f'(x):R™ - R™ sobreyectiva, para todo x € U y G € U un conjunto
abierto en R™; entonces f(G) es abierto en R".

Demostracion

Sea b € f(G); entonces existe ¢ € G tal que b = f(c¢). Consideremos
que g =fis> por el Teorema de la Funcién Sobreyectiva,
existen k >0y a >0 tales que yYER" y |ly — g0l < %, entonces
existe x EGy |lx —c|| < atal que y = f(x)..(%)

Probaremos que existe § > 0 tal que B[b, 8] c f(G).

Consideremos f = % > 0; por (x), dado y € R™ con ||y —b||l <8,
existe x € Gy [[x — c|| < a tal que y = f(x). Por lo tanto, existe x € G
tal quey = f(x), y asiy € f(G).

U f)

A
v

A
v
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Seguidamente presentamos el resultado central de este trabajo.

Resultado 4: Teorema de la Funcién Inversa

Sean U c R" un conjunto abierto, f: U — R" de clase C1(U) y c € U

tal que f'(c) es biyectiva. Entonces:

a) Existe V c U abierto, c € V tal que W = f(V) es abierto en R" y
f(c) e w;

b) f:V - W es biyectiva;

c g=f"1W >V escontinua;

d) g esde clase Ct(W);

e) Paratodoy €W, g'(y) = (f'(g)N~"

Demostracion

1) Por hipétesis f'(c) es inyectiva; luego, por el Corolario 6.1.6,
existe r > 0 tal que 2r||z|]| < ||f'(c)z||, para todo z € R™.

2) Existe § >0 tal que si x €U yllx —c|| <8, entonces f'(x) es
inyectiva. Efectivamente, f es de clase CY(U), luego
f':U - L(R™) es continua. Luego, en particular, f' es continua
en c. Para v > 0 por la parte 1), existe§ > 0 tal que si x €U
y |lx —c|l <6, entonces ||f'(x) — f'(c)|]| < r. Fijemos x € U con
[x —c|]l| < § y seav € R™ tal que f'(x)v = 6.

Probaremos que v = 6. Supongamos que v # 8; entonces se tiene
que [I(F'G) = F/@)vll < IF'G) = £l - vl < rlivll.
Pero

I(f" ) = f (vl = I(F Cv = vl = lIf' (vl
y

2r|lvll < llf"()vll.

Luego 2r|lv|| < |If'(c)vll <rl|lvll con r>0 y |[v] > 0; de alli
tenemos que 2r|lv|]| < r|lv|l, entonces 2 < 1(contradiccién). Asi
que, v = 6.
Por lo tanto, f'(x) es inyectiva.

3) Existe § >0tal que si x €U y|lx —c|| <8, entonces f'(x) es
biyectiva. Efectivamente, por la parte 2) tenemos que
f'(x):R"™ - R" es un monomorfismo, entonces f’'(x) es biyectiva,
en virtud del Teorema 4.3.7.

4) Para todo x €U y ||x —c|| < § se satisface que ||f'(x)z|| = 7|zl
para todo z € R". Efectivamente, paracadax € Uy ||x — c|| <6,
' GOzl = If' (o)z|| < ||(f’(x) — f’(c))z |, para todo z € R™.
Pero 2rllzll < [If"(c)zll y
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5)

6)

7)

8)

|(F" ) = £/ (©)z]| < f &) = F(lllzll < rlizll,
entonces 2r||z|| — [|f'(x)z]|| < r|lz||, para todo z € R".
Por lo tanto, ||[f'(x)z|| = r||z||, para todo z € R™.

Existe a > 0 tal que fip[ 4 €s Inyectiva.
Efectivamente, f'(c) es inyectiva. Por el Teorema de la Funcion
Inyectiva, existe a > 0 tal que f|p[c ] €s Inyectiva.

Sean A = min{8,a} >0y V = B(c,A) c U [V es una bola de c].
Por la parte 3), tenemos que f'(x) es biyectiva (en particular,
sobreyectiva), para todo x € V. Por la parte 5), tenemos que fiv es
inyectiva.

Probaremos que W = f(V) es una bola de f(c).

Efectivamente, existe G ¢ V, G abierto, tal que c €G y fi, es de
clase C1(V). Como f'(x) es sobreyectiva, para todo x € V, por el
Teorema de la Aplicacion Abierta, tenemos que f(G) es conjunto
abierto en R"™ como f(c)€f(G) y f(G)cW es abierto,
entonces W = f(V) es una bola de f(c).

Definamos la funcién f;:V - W mediante
x = fi(x) = f(x)
Por las partes 5) y 6), tenemos que f; es biyectiva.
Sea g = (fi)":W -V, entonces g es uniformemente continua,
en virtud del Teorema de la Funciéon Inyectiva. Sea y, € W,
entonces existe x; € V tal que y; = f(x;) pues x; = g(y,). Por la
hipotesis, f es diferenciable en x;; entonces para h € R" tal
que x; + h € V se cumple que
fGa+h) = fGx) + f'Geph + [IRllp(h). donde lim p(h) = 6.

Ademads, f'(x;):R"™ > R" es biyectiva. Sea T; =[f"(x)]™ ! el
1isomorfismo inverso de f'(x;); se cumple:

h = ([f’(xl)]_l ° f,(x1))h = (Tl ° fl(x1))h

h =T, (f'(x)h)

h =T, — (f(x1+ h) — f(x1) = [[Rllp(R)) ... (%)
Para x = x; + h €V, existe y € W tal que y = f(x) pues x = g(y).
Ast, h =x—x; = g(y) — g(y1); por (),

9 =g =Tu(f(9®) = y1 — lIklip(w)

9 = g = To(y — y1 = llhlp(R)).
De alli resulta, g(y) — g(y1) = T1(y = y1) = =lIRlITy(p(R)) ... (++)
Dado que f'(x;) es inyectiva, existe r > 0 tal que
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Iy =yl = If () = FGe)Il 2 2 llx — x, I, siempre que y este lo
suficientemente cerca de y,. Sea k € R" tal que y — y; = k.
De (**) obtenemos que:

lg(ys + k) — g(y1) = TL(OIl = [kl - 1Ty (P(R)II5
De la parte 4) tenemos que ||f'(x)zll=>rllzll; entonces

]| < %llf’(x)zll, para todo z€ R* y r > 0. Sea u = f'(x)z € R";
siT;(u) = z, entonces ||T; (w)|| < % [lull, para todo u € R™. Luego se

tiene sucesivamente que
g + k) — g(y) — TL(ON = IRl - ITy((R) ]
<l =l - 2 flul

2 -
< ly=yall  Jlull
T T

_ 2l
=z [[aell.

Cuando k > 0 tenemos que y tiende a y;; luego g(y) se aproxima
a g(y;) [g es continua] y en consecuencia x tiende a x,. Por lo

tanto, h se aproxima a 0. Asi, g es diferenciable en y; e y
g') =T =[f'(x)I™

f)

v

A
v

A
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Los siguientes resultados que se exponen son aplicaciones del
Teorema de la Funcién Inversa.

Resultado 5: Teorema de la Forma Local de las
Inmersiones

Definicién. Una aplicacion f:U — R" es fuertemente diferenciable
en a € U, cuando existe una transformacién lineal T: R™ — R", tal

que para cada x,yeU; f(x)—f(y)=Tx—y)+ p,(x,y) con
1 Pa(xy) —

(x,y)~(0,0) llx=yl|

El autor Lima E. presenta esta definicién en [22], pag.273.

Definicion. Una inmersion del abierto Uc R™ en R"™ es una
aplicacion diferenciable f:U —» R"™ tal que para todo x € U, la
derivada f'(x):R™ - R" es un monomorfismo. Evidentemente, esto
ocurre cuando m < n.

El autor Lima E. expone esta definicién en [22], pag.289.

Observacién:
1. Diremos que f es fuertemente diferenciable en a € U si la
derivada f':U — L(R™,R™) es continua en el punto a € U.

Ejemplo:

1. Sea f:R™ - R™ X R"™ una aplicaciéon de inclusiéon, dada por
f(x) = (x,0). Como f es lineal, tenemos f'(x) = f, para x € R™;
luego f es una inmersion C®. El principal resultado de esta
seccién es mostrar que toda inmersién de clase C*¥(k > 1) se
comporta localmente como esta.

Teorema de la Forma Local de las Inmersiones.

Sean U ¢ R™ un abierto y f:U —» R™*" de clase C*(k > 1). Suponga
que exista a € U tal que f'(a):R™ —» R™*" es inyectiva. Entonces
existe un difeomorfismo de clase C*, h:Z - V x W, de una vecindad
Z de f(a) sobre un abierto VX W c R™" xR", (a € V,0 € W,f(V) c Z)
tal que (ho f)(x) = (x,0) paracadax € V.

Demostracion

Sean E = f'(a) - R™ laimagen de f'(a). Existen vectores linealmente
independientes vy,...,v, € R™*" que generan un subespacio vectorial
F c R™™ tal que R™*" = E @ F. Entonces f'(a) es un isomorfismo
de R™ sobre E y dimF = n. Definamos ¢: U X R"® - R™*" mediante

o, y) = f(x) + X yivi = f(x) +y,
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donde x €U e y = (y1,*,¥,) € R™. Ademias ¢ € C*¥, ¢(a,8) = f(a).
Entonces ¢ es fuertemente diferenciable en el punto (a,8), y
¢'(a,0) - (v,w) =f'(a) v+ XL, B,

donde v € R™ y w = (By,**, Bn) € R™. Siendo f'(a) inyectiva y R™*"
la suma directa de la imagen de f'(a) con F, resulta inmediata
que ¢'(a,0):R™ x R®™ - R™*" es inyectiva y por lo tanto un
isomorfismo. Por el Teorema de la Funcion Inversa, ¢ es un
difeomorfismo de clase C* de una vecindad de (a,8) (que podemos
escoger en la forma V X W, donde V es un abierto de U con a €V
y W un abierto de F con 6 € W) sobre una vecindad abierta
Z =@V xW)de f(a) en R™*",

Sea h el difeomorfismo inverso de @yxw). Como ¢(a,8) = f(a)

tenemos que
(ho f)(x) = h(f(x)) = h(p(x,8)) = (x,8), para todo x € V.

A F C ]Rm+n

E=f'(a) - R™

A
v

N
WV

U xO (in 9)

VW

58



Resultado 6: Aplicacién del Teorema de la Funcién Inversa
en Geometria Diferencial

Definicién 1. Un subconjunto S ¢ R"™ es una superficie regular de
dimensién k si para cada p € S, existe un abierto V de R™ conteniendo
p y una aplicacion f:UcCRF->SnNV de un abierto U cR¥
sobre S NV tales que:

1. f es un homeomorfismo diferenciable;

ii. Paratodo g € U, f';:R* - R™ es inyectiva.

El autor Do Carmo M. expone una definicién similar en [10], pag.64
— 65.

Observacién 1:

1. Una superficie k — dimensional es un subconjunto de R"™ que
localmente es homeomorfo a abiertos del espacio R¥.

2. La aplicacion ¢ se denomina una parametrizacion o un sistema
(local) de coordenadas y el conjunto f(U) =SNV se denomina
abierto coordenado.

3. Para verificar la continuidad de f~1: SNV - U se debe verificar
que f~! es la restriccibn de una aplicacién continua
F:W c R® > R* definida en un subconjunto abierto W c R"
conteniendo SN V.

4. La matriz jacobiana Jf(q) es distinto de cero, posee alguna
submatriz cuadrada de orden k con determinante distinto de
cero.

Definicién 2. Sea f:U c R™ —» R™ una funcién diferenciable definida
en el abierto U (m =n). Un punto p € R" es llamado valor regular si
la derivada f’,: R™ — R" es sobreyectiva en todo punto q € f~*(p).
Podemos encontrar una definicién similar en [10], pag.70.

Observacion 2:

Recuerde que f';:R™ — R" es sobreyectiva si y solo si ranf’; =n
(observe que en particular m >n). Si hacemos f = (f1,-,f")
entonces esto ultimo equivale a decir que la matriz jacobiana Jf(q)
de orden n X m, tiene rango n lo cual quiere decir que Jf(q) tiene n
columnas linealmente independientes.
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Teorema

Si f:UcR®-> R es una funcién diferenciable y p € f(U) es valor
regular de f, entonces f~1(p) es una superficie regular.
Demostracion

Seak =2 =3 -1 eindiquemos con (v, x;,x,) las coordenadas en R3.
Sea a = (bg,xo) € f71(p), donde by ER 'y x5 = (x5,x3) € R2. Como
p=f(a) es un valor regular de f, entonces f';:R®*->R es
sobreyectiva. Por la Observacion 2, la matriz jacobiana

. ort ort
f@ =% L Lw
tiene rango 1; entonces sus columnas son linealmente
1
independientes y por lo tanto podemos asumir que %(a) # 0.

Definamos una aplicacién ¢:U c R® > R mediante la regla de
correspondencia

(¥, x1,%2) = (f1 (@), X1, x2),
donde g = (y,x1,x;) [observe que ¢(a) = (f(a),x},x3) = (p, x5, x3)].
Entonces la nueva matriz sera

al al al

. T Lw Lw
Jota) =177, 1 0
0 0 1

y por lo tanto el determinante de Jp(a) es distinto de cero. [Pues
1
%(a) # 0], entonces @'y es un isomorfismo. Por el Teorema de la

Funcién Inversa, tenemos que ¢ es un difeomorfismo de una
vecindad @ de a sobre una vecindad W de ¢(a).
Sea K =K; XK, c W c R?® un cubo abierto de centro ¢(a), donde
K; € R es un cubo abierto de centro p = f(a) y K, € R? es también
un cubo abierto de centro (xj,x;) hagamos V = ¢ 1(K)n f~1(p).
Entonces ¢ aplica la vecindad V difeomérficamente sobre la
imagen @(V) = K; X K,. Consideremos la aplicacion h: K, - {p} X K,
definida por h(xy,x;) = (p1,%x1,%2) que es un difeomorfismo y
definamos la aplicacién y: K, » V como ) = ¢~ 1 o h.

Observemos que Y(xy,x,) = @ 1(py,x1,%,). Finalmente, para
cualquier punto a € f~1(p) se concluye que f~1(p) es una superficie
regular de dimension 2.
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Teorema

Sea S c R3® una superficie regular y p € S. Entonces existe una

vecindad V de p en S tal que V es la grafica de una funcién

diferenciable que tiene una de las tres formas:
z=fxy)oy=9,2z) ox=h(yz2).

Demostracion

El teorema se puede reescribir de la siguiente manera: Toda

superficie regular en R3 es localmente el grafico de una funcién

diferenciable.

Efectivamente, sea S ¢ R3 una superficie regular 2 — dimensional y

consideremos un punto cualquiera p€S. Sea ¢@:U—S una

parametrizacion de S en p y hagamos ¢ = (¢, ¢?% ¢3). De la

Observacién 1 (parte 4), la matriz jacobiana J¢(q) posee alguna

submatriz cuadrada de orden 2 con determinante distinto de cero;

supongamos que es la siguiente submatriz cuadrada

[0p" dp' ]

| ax (@) ox, (q)l
|0¢? ap* |
[, (q) ox, (q)J

a(pt9?)

, # 0; de no ser
9(x1,%2)

aquella que posee jacobiano no nulo; es decir

asi simplemente re — enumeramos los subindices para las funciones
coordenadas de ¢.
Sea m:R? X R - R? la proyeccién definida por n(x,y) =x donde
x € R? e y € R. Restringiendo m a ¢(U) se obtiene la aplicacién
o @: U — R? la cual tendra como regla de correspondencia a

(o @) (x) = m(p(x)) = (¢ (x), p?(x)).

Ademads la matriz jacobiana de mo ¢ en el punto g = ¢ 1(p) esta

_ _ e
dada por J(m e ¢)(q) = C de donde det(](rr ° <p)(q)) = Sron #0, lo

cual garantiza que d(m o ¢),: R* - R? es un isomorfismo. Usamos el
Teorema de la Funcién Inversa para garantizar la existencia de
vecindades U, c U de q tal que 7 o q es un difeomorfismo de U, en un
abierto U; =mo@(U,). Esto implica entonces que la inversa
(o p)~1:U; - U, es también un difeomorfismo.

La proyeccion m restringida a ¢ (U,) = V es biyectiva.
Efectivamente, en el conjunto V se cumple que 1= (mo@)ogp 1y
como (p‘llv y T © @)y, son biyectivas entonces 7 es biyectiva.

La aplicacién ¢ o (o @) 1:U; » V cumple con las condiciones de la
definicion  de superficie  regular 'y por lo tanto
Y =¢@o(mo@p) t:U; »V es una parametrizacion. Efectivamente, se
tiene que (mwo @) 1:U; - U, es un difeomorfismo y la aplicacién
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@:Uy = V es un homeomorfismo diferenciable, de donde se concluye
que @o(mop)™l:U; >V es un homeomorfismo diferenciable.
Similarmente podemos argumentar respecto a la inyectividad de la
derivada de ¥ en todo punto r € U;.

Para todo x € U; se tiene que (meoy)(x)=x lo cual implica
que Y (x) = (x, f(x)), donde f: U; — R es una aplicacion diferenciable.
Pero (x,f(x)) €V si y solamente si x € U;. Luego se concluye
que V ={(x,y):y = f(x)} es decir que V es el grafico de f.
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Resultado 7: Aplicacién del Teorema de la Funcién Inversa
en Ecuaciones Diferenciales Parciales

Definicién 1. Una ecuacion diferencial parcial o EDP para una

funcion uU=u(x,,x, X con derivadas arciales
1 X2 n
ou ou 09%u 0%u aku .,
e T T e , ..,=—7 esuna relacién de la forma
0x1 0xyn " 0x1 0x1Xxn Oxp
ou ou 0%u 0%u aku
F(x e X U, —— e, —— e e ) = 0 %
1 Y Wy axl ) ’ axn; axlz ’ I} axlxnl I} axnk ( )7
., . ou u
donde F es una funcion de las variables xi,...,x,, Uyo—y s 5
1 n
0%u 0%u aku
e T B

Una funcién u es solucion de (*) si en alguna region del espacio de
sus variables independientes, la funcién y sus derivadas satisfacen
la ecuacion idénticamente en x4, X5, ..., X,.

El orden de una EDP es dado por la derivada parcial de mayor orden
que aparece en la ecuacion. De la ecuacion (*), el orden de la EDP es
k.

El autor /orio V. expone una definicién similar en [16], pag.3.

Ecuaciones Semilineales de Segundo Orden.
Consideremos la ecuacién diferencial parcial con dos variables
independientes:
a(x, YIuyy + 2b(x, Y)uyy, + c(x,y)uyy = f(x, y,u, ux,uy) (1)

La parte primordial de la ecuacién (1) es el operador

Ay = a(x, YUy, + 2b(x, Y)Uyy + c(x, YUy, ... (2)
Asumamos que a(x,y),b(x,y),c(x,y) son funciones continuas en un
abierto Q del plano y que no se anulan simultaneamente.
Definamos la funcién 6: Q — R mediante

5(x, Y) = bz(xi Y) - a(x, J’)C(x:J’) (3)

Definicion 2. El operador diferencial A dado por (2) y la EDP (1) es:

(1) De tipo parabdlico en un punto (x,y) € Q, si 6(x,y) =0 en ese
punto.

(2) De tipo hiperbdlico en un punto (x,y) € Q, si §(x,y) > 0 en ese
punto.

(3) De tipo eliptico en un punto (x,y) € Q, si §(x,y) < 0 en ese punto.

El autor /orio V. expone una definicién similar en [16], pag.78 — 79.
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Teorema
Una propiedad fundamental es que el tipo de una EDP es invariante
bajo cambios de variables.
Demostracion
Supongamos que ¢ =¢&(x,y),n =n(x,y) son funciones continuas
diferenciables, hasta el segundo orden, en una vecindad del punto
(x0, Vo) € Q con la matriz jacobiana

ooy =26M [ 5

(X, y) Nx ny

y supongamos que det[J(x,,V,)] es distinto de cero. Entonces, por
continuidad, el jacobiano no se anula en una vecindad del punto
(x0,¥0) ¥ por el Teorema de la Funcién Inversa, podemos resolver
localmente x =x(&,n),y =y(§,1) en una vecindad del punto
(0, M0) = (£(x0,¥0),1(x0, ¥0)) ¥ 1as funciones x e y son de clase C? en
dicha vecindad. Definiendo entonces v(§,n) =u(x,y) vy
v(&,n) = v(§Cxy),n(x,¥)) sigue que ux,y) = v(£(x,¥),1(x,y)) para
simplificar las variables x e y en u = v(§,7n). Luego obtenemos, por

la Regla de la Cadena, que

du _dv 9§ | dv an

ox 98 ox +— on ox’ es decir u, = Vg - & + Uy N> asimismo
du _ dv 6{ dv 0n

3 32 3y +3n a,esdemruy—vf &y + vy 1y

Wlm % WwEm) an , derivando con respecto x, resulta
a¢ dx an

M:i[m.ﬁ]Jri[M.E]
0x

Siendo u, =

dx dx X3 dx a¢ 0x
_ 9 [vEm) o¢  ovC&m) 8 [9§] , @ [dv(Em] dn , ov(&m) 9 [9¢
_6x[ a¢ ] 6x+ a¢ dx [ax]+ax[ an ] ox + a¢ ox [ax

iI33 dx aén oxl ox a¢ Oxx
[62v(fn)_§ a*v(&m) 071] on , wvEm) 9*n

[62v(s‘n) 08 | 0%v(&m) an] 08 | v(Em) 9%

oné dx ann dxl ox an Oxx
= [vff ' fx + Uné 'nx] : SZx +‘U§ : Exx + [an : Ex + Unn 'le] My t Un-MNxx
= Vg - (fx)z + Unée " MNx - SZx + Vg - Exx + Vep - Ex Ny t+ Unn - (nx)z
+ Un " Nxx

Como x,y € C? entonces
Uxx = Veg - (fx)z + van S My T Unn - (nx)z + v $xx T Up - Mxx?
Analogamente, obtendremos
Uyxy :vsf'fx '€y+vnf'(€x'ny+€y'nx)-l'vrm 'nx'ny'i'vf'fxy

TV, Nyys

2 2

Uyy = Vg - (fy) t 208 0§y My + Uy (773/) T g Syy Uy My
Por lo tanto, si u es una solucién clasica de la ecuacion (1), v es una
solucidn clasica de la ecuacion

A, M vee + 2B, Mgy + CE MUy, = F(E,m,v,v6,1p) .. (4)
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donde

AGE, 1) = alx, y)(ED? + 2b(x, Y)EE, + e y) (&)
B(&,n) = alx, y)§xnx + b(x, ¥)(xny + §ym) + c(x,¥)éyMy ... (5)

C(Em) = ale,y) ()2 + 2bCe, Yy + e, ) (ny)’
Calculando el discriminante de la ecuacion (4), obtendremos

AE,m) = B n)?* = AE,mCEn) = 8(x,y) det[J(x, y)?],
donde 6(x,y) = b(x,v)? —a(x,y)c(x,y) es el discriminante de la
ecuaciéon (1). Como la matriz jacobiana nunca se anula en una
vecindad del punto (xq,v,), A(¢, 1) tiene el signo de 6,(xq, Vo).
Concluimos afirmando que la ecuacién (1) es parabdlica si y solo si
la ecuacién (4) es parabdlica (andlogamente, para la ecuacién
hiperbdlica y eliptica).
Nota: Las curvas caracteristicas son muy importantes en el estudio
de las ecuaciones hiperbdlicas; las ecuaciones elipticas no tienen
curvas caracteristicas.

Ademas, sea

dy

u(x,y) = T (6)
Se verifica que u satisface la ecuacién
au? —2bu+c=0..(7)

Concluimos que: en el caso hiperbdlico (6 > 0) existen dos familias
de curvas reales satisfaciendo (6) con u solucion de (7); en el caso
parabdlico (§ = 0) existe solo una familia mientras que en el caso
eliptico (§ < 0) no existe ninguna. Las curvas definidas por (6)
con u soluciéon de (7), cuando existen, se denominan curvas
caracteristicas de la ecuacién (1).

Ejemplos:
a. Encontremos las curvas caracteristicas para la ecuaciéon de onda
Uy = C2Uy,, donde ¢ > 0.

Resolucion
Podemos escribir u; — c?u,, =0, donde ¢ > 0. Vemos que
a(t,x) =1, b(t,x) =0 y c(t,x) = —c?; entonces 6(t,x) =c?2>0
(hiperbélico).
Luego la ecuacién (14) queda u? + 2(0)u+ (—c?) =u? —c? =0,
entonces u = xc. Obtenemos que Z—: = +c; se sigue entonces

dx = tcdt; luego integrando miembro a miembro obtenemos
que [dx = +c[dt; entonces x = +ct+k (k constante). Por
lo tanto, las curvas caracteristicas son las familias de rectas
x+ct=kyyx—ct=k,, donde k,,k, son constantes.
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b. Encontremos las curvas caracteristicas para la ecuacién de onda
U, = a®u,,, donde a > 0.
Resolucion
Podemos escribir u, — a?u,, =0, donde a?>0. Vemos que
a(t,x) =0, b(t,x)=0 y c(t,x) =—a? entonces &(t,x)=0
(parabélico). Luego la ecuacién (14) se reduce a la ecuacién
0u? + 2(0)u + (—a?) = —a? = 0, entonces a = 0 = u (pues la EDP

. ., ., . dx .
tiene solucion unlca). Obtenemos que E =0 sigue que dx = 0,

luego integrando miembro a miembro obtenemos [dx = 0 [ dt;
entonces x = k (k constante). Por lo tanto, la curva caracteristica
son las familias de rectas x = k donde k son constantes.
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Discusion

A tenor de los resultados expuestos anteriormente podemos
expresar, de manera precisa, lo siguiente:
En el Resultado 1, se prueba que si f'(c¢) es inyectiva, entonces f
posee una inversa local que es inyectiva y continua; en el Resultado
2 se muestra que si f'(c¢) es sobreyectiva, entonces f es localmente
sobreyectiva y como una consecuencia de este resultado, se obtiene
el Resultado 3 que establece una propiedad topolégica para una
funcién f. Finalmente, el Resultado 4, que es el que esta conectado
al objetivo de esta tesis, conjuga los Resultados 1 y 2 estableciendo
que si f'(c) es biyectiva, entonces f es localmente biyectiva en c, con
inversa local continua y diferenciable; esto demuestra que si f'(c) es
no nula, entonces f posee una inversa local en c.

Estos resultados son una generalizacion del teorema de la

funcién inversa para funciones reales de variable real y de las
propiedades que hereda dicha inversa.
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Conclusiones

De lo expuesto en la discusién de los resultados podemos
establecer las siguientes conclusiones:

% Se ha generalizado el teorema de la funcién inversa de funciones
reales de variable real para funciones definidas entre espacios
euclidianos de dimension finita.

% Se ha probado que la funciéon inversa local de una funcién

definida entre espacios euclidianos, también hereda las
propiedades de la funcién directa.
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Sugerencias

% Desarrollar en la asignatura de analisis en el espacio R" este
teorema que es rico en aplicaciones en la matematica.

% Para profundizar en la informacién sobre temas posteriores a los
conceptos aqui vertidos recomendamos leer los libros de “Curso
de Analise Vol. 2” de Elon Lages Lima y “Analisis Matematico”
de Robert Bartle.

¢ Revisar la topologia del espacio euclidiano R"™, conceptos y
teoremas importantes de la diferenciabilidad.

% Motivar a los estudiantes en la investigacion cientifica en el area
de Analisis.
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