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RESUMEN
El trabajo de investigacion se inicia con algunos aspectos basicos del algebra lineal, curso que se
dicta en la Facultad de Ciencias donde he culminado mis estudios de pregrado. Los temas que sea
tomado para el trabajo se enumeran en el siguiente orden. Primero, inicio con la definicién de
espacio vectorial y se demuestran algunas propiedades importantes. Luego se define una
transformacion lineal de un espacio vectorial a otro, generalmente un espacio vectorial diferentes,
pero sobre el mismo campo. Cuando una transformacion lineal se define sobre dos espacios
vectoriales iguales, hablamos de operadores lineales. Defino la representacion matricial de una
transformacion lineal por ende de un operador lineal, esta representacion matricial la usaremos
en este trabajo de tesis. Para estas matrices que son las representaciones matriciales definimos el
valor y vector propio, luego entramos a los polinomios caracteristicos, a la semejanza de matrices
y sus propiedades en particular que las matrices semejantes tienen el mismo polinomio
caracteristico.
Finalmente se estudiara algunos métodos iterativos para el calculo del polinomio caracteristico
de una matriz. Los métodos estudiados son en este orden:
-Método de Danilevsky.
-Método de Krylov

-Método de Le verrier

Se dan algunos ejemplos de aplicacion de estos métodos.

Se deja la tarea de otra investigacion para estudiar o implementar un software para ejecutar
estos métodos en la computadora.

Palabra claves. Operador lineal; representacion matricial; polinomio caracteristico; valores

propios.



ABSTRACT

The research work begins with some basic aspects of linear algebra, a course that is taught at
the Faculty of Sciences where | have completed my undergraduate studies. The topics that
have been taken up for the work are listed in the following order. First, we start with the
definition of a vector space and demonstrate some important properties. Then a linear
transformation is defined from one vector space to another, generally a different vector spaces,
but over the same field. When a linear transformation is defined on two equal vector spaces,
we speak of linear operators. | define the matrix representation of a linear transformation
therefore of a linear operator, we will use this matrix representation in this thesis work. For
these matrices, which are the matrix representations, we define the value and eigenvector, then
we enter the characteristic polynomials, the similarity of matrices and their properties, in
particular that similar matrices have the same characteristic polynomial.

Finally, some iterative methods for calculating the characteristic polynomial of a matrix will
be studied. The methods studied are in this order:

- Danilevsky method

- Krylov method

- Le verrier method

Some examples of application of these methods are given.

The task of another investigation is left to study or implement software to execute these
methods on the computer.

Keywords. Linear operator; its matrix representation; characteristic polynomial; Own values

Vi



I. INTRODUCCION

En el estudio del calculo matricial se enuncian diferentes definiciones tales como las operaciones
entre matrices, los tipos de matrices, las matrices cuadradas. En estas matrices cuadradas que
pueden ser las representaciones matriciales de ciertas transformaciones lineales (en este caso
operadores lineales) se definen el determinante de una matriz, matrices inversas, en general no
todas las matrices cuadradas tienen inversa. En estas matrices cuadradas se define el valor y vector
propio, y para el calculo de los valores propios es de mucha utilidad el concepto de determinante
de una matriz.

El concepto de determinante de una matriz es de mucha utilidad para el calculo de los valores
propios, sin embargo, este método es en la mayoria de veces muy tedioso y muy complicado, para
evitar estos calculos dificiles, se hace este trabajo de investigacion titulado ‘“Polinomio
caracteristico de la representacion matricial de operadores lineales en espacios de dimension
finita”. Se estudian tres métodos de calculo de los coeficientes del polinomio caracteristico: para
cada método se deduce los pasos requeridos y se llega a la solucién deseada. Con esto Ilegamos

a concluir con los objetivos de la investigacion planteada.



Il. ESTRATEGIA METODOLOGICA

2.1. Tipoy disefio de la investigacion.

2.1.1. Tipo de investigacion.

Es de tipo bésico, en esta investigacion no se hace uso de métodos estadisticos.

2.1.2. Disefio de investigacion

El disefio es Descriptivo — comparativo.

2.2. Técnicas e instrumentos de recoleccion de la informacion.

2.2.1.

2.2.2.

Técnicas de recoleccion de la informacion.

Utilice la documentacion para cada unade las variables consideradas en la

investigacion y asi poder obtener la informacidn de datos como la teoria y propiedades

de los espacios vectoriales y las transformaciones lineales. Todo esto ayudara a

construir las estrategias metodoldgicas para obtener los resultados en esta

investigacion

Instrumentos de recoleccion de datos.

Para cumplir con los objetivos, probar las hipétesis planteadas, usaremos:

- Instrumento documental: Bibliotecas especializadas en matematicas donde se
encuentren los libros de Andlisis Matematico, Teoria de la Medida e Integracion.

- Instrumentos mecanicos como una Laptop implementada con internet para
descargar los libros con los datos requeridos. Una impresora para recolectar y

ordenar los datos.

2.2.3. Analisis e interpretacién de los resultados.

Los datos que se obtengan, tales como los teoremas y propiedades seran analizadas y
probadas para su validez.
Para la comprobacion de los resultados se estudiaran algunas propiedades basicas de

la teoria de integracion y producto de espacios medibles.



I11. RESULTADOS
3.1. CONCEPTOS BASICOS

3.1.1. Espacio Vectorial.
Definicién 1. Sea G un conjunto no vacio, donde esta definida una operacion

binaria """, Decimos que el par (G,*) es un grupo si se cumple

1. a*beG; VvabeG (cerradura)
2. ax(bxc)=(axb)*c,; a,b,ceG (Ley asociativa)
3. JdeeG talque a*e=€*a=a ;acG (existencia del elemento

identidaden G)
4. VaeG,Ja'eG talque axa'=a'xa=e (elemento inversoen G )
Nota. Si en el grupo (G, =) se verificaque a*b=b=*a, decimos que el grupo
(G,*) es un grupo abeliano [1].
Definicion 2. (Campo o cuerpo). Sea K un conjunto no vacio y dos operaciones
(binarias) @ y =, definidas en K . Decimos que (K,&®,*) es un campo si se cumple

los siguientes axiomas V a, b, ¢ € R [2].

A: a®bekK Ley de la cerradura.

A a®b=bhda Ley conmutativa.
cad@(bdc)=(adb)dc Ley asociativa.
cd0eK/a®f=a, VaesK Elemento cero con respecto a &

: Paracada acK,Ja'eK/a®a'=8 Elemento inverso

& F= F

1: a*beK Ley de la cerradura.
M,: axb=b=*a Ley conmutativa.
M 3:-ax(b*xc)=(axb)=*c Ley asociativa.



M,:3ecK/a*e=a vaecK Elemento cero con respecto a =

M, :Paracada acK,a=6,Ja eK/a*a'=¢e Elemento inverso
Di: ax(b®c)=(a*b)®(axc) Ley distributiva.
Nota: Las propiedades de A1 hasta A; afirman que (K,@®) es un grupo abeliano.

Las propiedades de Ml hasta M 5 afirman que (K — {9},*) €s un grupo abeliano.

Definicion 3. Sea el campo (K, @®,*) Y e el elemento unitario de K :

1. Sin-e=e®@e®e®..®e=#0 (n-veces), para todo n entero positivo, se dice
que el campo K es de caracteristica cero.

2. Sine=e®@e®@e®..®e=4 paraalgln ny si mes el menor entero positivo

talque m-e=e®@e@e®...®e =0 (m-veces), se dice que el campo K es de
caracteristica m [2].

Definicion 4. Se llama subcampo de un campo (K,®,*) atoda L = ¢, L < K estable

respecto a las leyes de K y tal que la estructura inducida sobre L por estas leyes sea
una estructura de campo.

Equivalentemente: Sea (K,@®,*) un campo, el subconjunto no vacio L es subcampo
de K'si (K,@®,*) esuncampo [2].

Definicién 5. Un espacio vectorial V sobre un campo K es un conjunto no vacio de
elementos Ilamados vectores con dos leyes de combinacion (operaciones) llamadas
adicion vectorial (o adicién) y multiplicacién por escalar que satisface las siguientes
condiciones: [3].

Primero para la adicion "+" satisface
Av+v,eV;Vo,v, €V
AV H, =V, Y

At (Vi +V,)+Vy =V + (v, +V,)

10



A/ 30€V: 04v=uv; VveV (elemento cero)

AS . Paracadav € V,3 —v € V:v + (—v) = 0 (elemento inverso para la adicion)
Segundo: para la operacion «.”

Miir-vieV; vreK:vvev

M,:r-(V+V,)=r-v,+r-v, VreK:vv,v, eV

Myl (r+s)-v=r-v+s-vvr,seK:vveV

M,: (r-s)-v=r-(s-v)

M:: 1.v=v, donde 1€V (es el elemento unidad)

Definicién 6. (Combinacion lineal). Sea V un espacio vectorial sobre un campo Ky

V;,Vy,...,V, vectores en V, entonces
n
Zrivi =LV, + TV, +.. A+ TV,
i=1

es una combinacion lineal de los vectores V;,Vy,...,V,, donde I; € K [3].

Definicion 7. Si V es un espacio vectorial sobre K y si V;,V,,...,V, son vectoresen V,

decimos que tales vectores son linealmente dependientes (L.D.) sobre K, si existen

elementos I}, I, ..., I}, en K no todos ceros tales que
LV, + Vv, +...+1v, =0 (0eV, vector nulo)

Si los vectores Vi,V,,..,V, no son LD sobre K, se dice que son linealmente
independientes (L.1.) sobre K.

Teorema 1. Si {Vl,v2 : ...,Vn} <V, entonces solo puede suceder uno de los dos casos
1. {vl,vz,...,vn} es linealmente independiente

2. Alguno de los V; es combinacion lineal de los anteriores.

Demostracion:

11



3.1.2.

Solo puede suceder que {Vl,vz,...,vn} es linealmente independiente o es linealmente
dependiente.

1. Si {vl,vz,...,vn} es linealmente independiente, no hay nada que probar.
2. Si {vl,vz,...,vn} es linealmente dependiente, entonces en
LV +0 -V, +.. 41 v, =0,
existen escalares I’j #0 para algin j.

Ordenando todos los escalares rj gue son no nulos, tenemos

1 1 1 1 1
S V4S8, Vy+..4S, -V, +S, Vi, +... 45V, =0
Donde S;:1=12,...K sonnonulosy S :i=K+LK+2,...,n son nulos.

Entonces

-1

1 1 1 1

Vi =—(S)\Vy + S,V +..+ S, (Vi 1)
k

Definicién 8. Sea S un subconjunto no vacio de un espacio vectorial V. El conjunto
de todas las combinaciones lineales de vectores de S se Ilama conjunto generado por
Sy se denota por

Sp(S) =(S) = conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de S

Definicién 9. Un subespacio W de un espacio vectorial V es un subconjunto no vacio
de V que es asimismo un espacio vectorial con respecto a las operaciones de adicion
y multiplicacién por escalar definidas en V [3].

Transformaciones Lineales.

Definicion 10. Sean U y V dos espacios vectoriales, una funcion T: U — V, se
Ilama transformacion lineal en Uy V si tiene las propiedades siguientes [4]:

i) T(a+p)=T(x)+T(B); YVa,BEV

i) T(ka)=kT(x);VaeV,VkeK

esto significa que T conserva la adicion y la multiplicacién por escalar.

Las dos propiedades i) y ii) pueden combinarse en una sola

Tra+spB)=rT(a)+sT(B),Va,pEV, Vr,s €K

Ejemplo 1.

12



a) Transformacion idéntica: T:V — V, definida por T(a)=«a, Va €V, se
denota por Iy .
Pues:
T(a+pB)=a+=T(x)+T(H)
T (ka) = ka = kT («)
b) Transformacion cero: T:V — V definida por T(a) =0, Va € V, se denota
por Oy
Pues:
T(a+B)=0=0+0=T(a)+T(B)
T (k) =0=k(0) = kT ()
c) T:R3 — R? definida por
T(x,y,z)=(2x+Yy,3y—4z),Va = (x,y,2) € R3,
es una transformacion lineal.
Pues: Seaa = (x1,y1,71) E R3y B = (x1,v1,21) ER3
a+p = +x2,y1 + V2,2, +2,) ER3
Primero:
T(a+p)=T(xy +x2,¥1 + y2,71 + 72)
T(a+p) =20 +x3) + (1 +¥2),3(y1 +¥2) — 4(z1 + 23))
T(a+pB) = 2xy +2x; +y, +y,,3y1 + 3y, — 4z, — 42,)
T(a+ B) = (2xy + y1,3y1 — 421) + (2x2 + y2, 3y, — 423)
T(a+p)=T(@)+T(B)
Segundo:
T(ka) = T(kxy, kyy, kzy)
T(ka) = (2(kxy) + (ky1), 3(ky1) — 4(kz,))
T(ka) = k(2xy +y1,3y1 — 42,)

T(ka) = kT (a)

13



d)

T:R? — R3 definida por T(x,y)=(x,x+y,x—y), Va = (x,y) € R?, es
una transformacion lineal.

La verificacion es similar al ejemplo c)

Definicion 11. Una transformacion lineal T: V; — V, es uno a uno (o inyectiva) si:

o, # o, implicaque T () =T (e,)

En forma equivalente:

T() =T(r,) implica que oy =,

Ejemplo 2.
1) T:R? — R?, definida por T(X,y) =(X+Y,X—Y) €suno auno.
En efecto: Sea oy = (X, Y1) Y @ = (X5, Y>)
Entonces:
T(x) =T(x,)
=T() =T(x)
= 04 + Y1, % = Y1) = (X2 + Y2, X2 = ¥2)
:{iiiiii:izz = 2X =2X, = X =X, A Y, = Y,y
= (%, Y1) = (X2, ¥2)
0y =0
2. T:R3®— R3 definida por T(x,y,z) =(x,y,0) (proyeccién) no es uno a uno.
Pues:
T(xy,8)=T(x,y,b)=(x,y,0)
Sin embargo: (x,y,a) = (x,y,b),para a=b
Nota:
1) Si T es univalente diremos que T es no singular.
2) Secumple paraT:V,; — V, una aplicacién lineal que T (01) = 02

14



3) T(y+a,+ay)=T((g+a,)+a;)
En general por induccién sobre n,

T(y+a,+..+a,)=T()+T(e,)+..+T(x) , 0

n n
En forma abreviada: T [Z aij =>T(x)
=)

4 T(y-ay)=T (0‘1 + (_0‘2))

5) Elsubconjunto de V,: T71(0,) = {aeV;; T(a) = 0,}

Es un subespacio vectorial de V, Ilamado el subespacio nulo de T y se denota

por T4(0,) = N(T) (ndcleo de T o Kernel de T).

6) Elsubconjunto de V,: T(V;) = {T(a): @ € V;}, es un subespacio de V2
llamada la imagen de T.
Definicién 12. Una transformacion lineal T:V, — V, es suryectivo (o
sobreyectivo), si
T(Vy) =V,
Teorema 2: Sea T:V,; — V, una aplicacion lineal. Entonces T es inyectivo siy

solo si
N (I') = {01}

NOTA:

1. Ladimension del nucleo de T si existe la llamaremos nulidad de T.
Denotamos por dim(N(T))=7(T) =7.

2. Ladimensidn del subespacio T (V) la Ilamaremos rango de T. Denotaremos
por dim(T(Vy)) =r(T) =r

Definicién 13. Sean V,, V, espacios vectoriales sobre el campo KK, una aplicacion

lineal T:V; — V, se llama isomorfismo lineal si es que T es inyectivo.

15



3.1.3.

Si existe un isomorfismo lineal T:V, — V, se dice que V; y V, son linealmente
isomorfos [5].
Matriz asociada a una transformacion lineal.

Primero: Consideremos un caso especial: T: K® — K una aplicacién lineal.
Se prueba que existe un vector A en K" tal que T(x) = Ax.

Segundo: Sea Ahora T: K™ — K™ una aplicacion lineal del espacio vectorial K"

sobre el espacio vectorial K™.

Sean €,€,,..,€, los vectores columna unitarios en K" y sean &;,&5,..,&y, los
vectores columna unitarios en K™, se tiene que VX e K",
X = (Xg, Xp e X)) = Xi€) + X8y +...4 X,€,, donde X; esla componente j de x.
=TX) =xT(6) +X,T(&)+...+X,T(e,)

También:

T(e) =ayé +8né +...+ 8mépy

T(8;) =apé; +ays; +...+apéy

T(en) = Qe tayéy t Ay

En términos de los vectores columna

ay a; a,

a a a
T(e)=| ™| T(e,)= :22 v T(8)) = f“

aml am2 amn
Por lo tanto:

=T(X) = Xl(allgl tayé t..1 amlgm)"' T Xn(alngl tayé t..t amngm)
= T(X) = (X + oot A, X, )y + ot (B X+ B X )
En consecuencia se hacemos: A= [aij ] , entonces se ve que

T(X) = AX

Desarrollada completamente, esta expresion tiene la siguiente forma:

16



a; Qg v Ay || X 1 X +apXp +. A X,
Ay Qyp vt @y || X _ Ay Xy FAnXy +.+ Ay X,

Ao I X, A X FaX .. +a,, X,

Asi T es una aplicacion lineal asociada a la matriz A . También designamos a A
como la matriz asociada con la aplicacion lineal T . Esta matriz es Unica.

T(x) = Ax.

Tercero: Sea T: V; — V, una aplicacion lineal y dim(V;) = n, dim(V,) =my las
bases (fijas y ordenadas) B = {al,az,...,an} y B'= {ﬂl,ﬂz,...,ﬂm} deV,y V,
Paraa; € Vy, T(a;) €V,

T()=ayf +3, 0, +..+a,p,
T(e,) =a, B +ayB, +..+a,p,

T (an) = ainﬂl + aZnﬂZ oot amnIBm
0]

m
T(e;)= Z ap,
i=1
Definimos la traspuesta de la matriz A de los coeficientes como la representacion

matricial de T en las bases B y B' [5].

Notacion:
a; & a,
B | @xn @8p ay,
[T]B B :
A Qny o Ay mxn

Ejemplo 3. Sea T: R* — R3 definida por
T(XVY,Z,u)=(X—y+Z+U,X+2Z—U,X+Yy+32—3U)
Consideremos las bases

B= {el,ez,e3,e4} ={(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} de R*
B'={¢.6,,&}={(10,0),(0,10),(0,0,1)} deR3

T(e)=T(10,0,0=(111) =1¢ +1¢, +1¢,

17



T(e,)=T(0,10,0)=(-10,1) =1L, +0¢, +1¢,
T(e,)=T(0,0,1,0)=(1,2,3) =1¢, +2¢, +3¢,
T(e,)=T(0,0,01) = (L-1-3) =1¢, ~Le, -3¢,

1111
=1 0 2 1
11 3 -3,

Ejemplo 4. Para el ejemplo anterior, consideramos la misma transformacién lineal y

sean
B={a,a, a0, ={(1111),(0111),(0,0,12),(0,0,0,))} de R*
B'={s,&,5)={(L11),(0,11),(0,0,)} deR®
T(e)=T(LLL1)=(2,2,2)=25,+08,+0,

T(a,)=T(0,1L1) =(LL1) =15 +08, +0p,

T(a,)=T(0,0,11) =(2,10) =28 -18,-15,

T(e)=T(0,0,0,1) =(L-1-3)=18,-28,-25,

21 2 1
[Tlo={0 0 -1 -2
00 -1 -2,

Ejemplo 5. SeaV = {cy + ¢;x + c,x2: ¢; € R}

Sea D:V —V definidapor D(p)=p', vpeV y B :{1, X, X2,X3} una base de
V.

D(1) =0=0(1)+0(x) +0(x*) +0(x%)

D(x) =1=1(1)+0(x) +0(x?) + 0(x%)

D(x?) = 2x = 0(1) + 2(x) + 0(x*) + 0(x%)

D(x%) =3x% =0(1) +0(x) +3(x*) + 0(x°)

18



Entonces: [D]E =

o O o o
o O O -
o O NN O
o w o o

4x4

Definicién 14. Una transformacion lineal T:V; — V,, donde V,; = V,, se llama

OPERADOR LINEAL [6].

Teorema 2. Sea V un espacio vectorial sobre K, B = {al, Ay, an} una base de

V yT:V — V un operador. Entonces V v € V se cumple:

[T]s[v]s =[TW)];

Demostracion:

VvEV, v=rao +ha, +..+hLa, =[a], =

T(a) =ayo +aya, +..+aya,
T(ay) = a,00 +a,a, +..+ 3,0,
T(an) =00 T, et A,
En V = rlal + rzaz + ...+ rnan

TV)=rT(e)+1,T () +... 41T ()

T(V) =1 (Quey + 8y @) +...+ 8y, )+ 1, (80 + 80ty +.. 4 800y ) + o

(Ao + 300, +...+ 8, )

nn=rn

T(v) =(Ray + Hay, +..+ Fay, ) o +(Ray +ay, +..+ 13y, ), +...

(ran, +hay, +..+ha, ),
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ay, +hap, +.+ay, |
= [T (05)]3 = .

na, +na,+..+ rnann_

ay ap - Y N1

a a e a r.
S@l=|™ 2 7

Qy Ay o Qpp || My

= [[(@)]s =[T]slals
En general el teorema es valido para T: U — V, A base de U y B base de V

Se cumple:
B
[T (a)]B - [T]A [a]A
Teorema 4. Sea B :{al,az,...,an} una base ordenada de V sobre K y sea

M (n, n) el conjunto de las matrices cuadradas de orden n (con elementos en K).

Entonces la aplicacién ¢: Hom(V,V) — M (n,n) definida por ¢(T)=[T], es un
isomorfismo y para cualquier S,T € Hom(V,V) Y para cualquier r € K

[T+8];=[T];+[s]

[Tl =r[T];

Demostracion:

B

i) @ esunoauno

Debemos mostrar que:  @(T)=¢(S) = [T, =[S];
En efecto:

Tlon) =00 + 8y, +...+ a8y, = S(e)

T(a) = 8,0 + 850, +... 48002, = S(2,)

T(a,) =, + 8,0, ...+, =S(,)

Por lotanto: T =S

il) @ essobre

Para cada matriz A< M(n,n), existe T € Hom(V,V) tal que [T]B =A'
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Luego: @ es sobre.
Por lo tanto @ es un isomorfismo.

Veamos que:

[T+8] =[] +[s]

[Tl =r[Tls

Primero:

B

n
T(e) =Y aya;;i=12,...n
-1

S(ai):zn:bijaj; i=12..n
=1
A=|a; |y B=[b; | Entonces [T], = A" y [S], =B’

También:

[T+S](e)=T(e;)+S(ex;) :Zn:aijaj +Zn:bijaj :Zn:(aij +by)a;
j=1 j=1

j=L

A+B :[aij +bij

=[T+S], =(A+ B) =A"+B" =[T], +[S]

B B

Segundo:

En forma analoga

(rT)(e;) = 1T (o)

(rm)e;) = rzn: Q& |
j=1

(rT)(ai):i(raij)aj ;i=12,...,n
j=1

=TA= [raij]

=[], =(rA" =rA" =r[T],

Teorema 5. Para cualesquiera S,T € Hom(V,V) se cumple: [ST]B =[S]B [T]B

Demostracion:

n n
Tenemos: T(e;) =Y aya;; S(a;)= ijkak
= =1
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3.1.4.

A=|a; ] B=[b | Luego: [T], =A" y [S], =B'

Tenemos:

(ST)(@) =S(T(e))= LZ@, ,}=iai,-8(a,-)
j=1

= (ST)(¢) = Za”(Zbkak]

= (ST) (&) = Z(ia,, JKJ

=1\ k=1

Pero: AB=[c, |/ ¢, —Za” i«

[ST]; =(AB) =BTA" =[S][T],
VALORES PROPIOS

Definicion 15. Sea T un operador lineal de un espacio vectorial V en si mismo, es

decir T:V — V, el nimero real A se dice que es un valor propio (o un eigen valor

o valor caracteristico) de T si existe un vector v = 0 tal que:

Tv=Av ,[7],[8].

Ejemplo 6. Para el operador lineal T: R? — R?, definido por

T(X,Y)=(4X+2y,—X+Y)

Calcular los valores y vectores propios.
Resolucion:
Por definicion: Tv = Av, paratodo v = (x, y) en R?

(Ax+2y,—x+Yy)=A(X,Y)

4X+2y =X ...(1
=
—X+y=4y ..(2)

Despejamos y de la ecuacion (1)

2y=ﬂx—4x:>y:/12X—2x .. (3)

Sustituimos (3) en (2)
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—x+(/1x—2xj:ﬂ(/1x—2xj
2 2

= —2X 4+ AX — 4X = A°X — 4X

= 1’X—B5AX+6x=0
= (#-51+6)x=0

=2 -51+6=0=(1-2)(1-3)=0
= A1 =2 v A =3,sondos valores propios.

Calculamos los vectores propios:

Usando la ecuacion 3: y = ’12)( —2X

Para el valor propio: A =2, tenemos

y =X—2x =y =—X, esto es valido para cualquier valor X =0

Para x =1,y = —1, tenemos el vector propio v = (1,—1). Todos los multiplos de este
vector, también es un vector propio.

Para el valor propio: 4 =6, tenemos
y—Ex—Zx:> y——lx
2 2

Para x = 2, y = —1, tenemos el vector propio v = (2,—1) . Todos los maltiplos de este

vector, también es un vector propio.

En conclusion: los valores y vectores propios del operador lineal son

A4 =2Yv=(01-D)

A, =3Y Vv, =(2-0)

Ejemplo 7. Para el operador lineal T:R? — R?, definido por
T(XY)=(AX+2y,—X+Y)

Calcular los valores y vectores propios.

Resolucion:

Por definicion: Tv = Av, paratodo v = (x, y) en R?
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(Ax+2y,—Xx+Yy)=A(X,Y)

4x+2y =A% ...(1)
=
—-X+y=1y ...(2)

Otro método es utilizar la representacién matricial del operador lineal.
Tenemos la siguiente definicion:
Definicion 16. Sea A una matriz cuadrada de orden N, un nimero real A se dice
que es un valor propio (o un eigen valor o valor caracteristico) de A si existe un
vector X # 0 tal que:

AX = AX
es decir, X es un vector que al transformarlo mediante la multiplicacién por A el
vector resultante mantiene su direccidn, posiblemente solo su longitud y/o sentido se
modifique. El vector X se llama vector propio o eigen vector asociado al valor propio
A [9].
El conjunto de todos los valores propios de la matriz A se llama el espectro de A y

se denota por o (A).

1 2
Ejemplo 8. Para la matriz A:[2 J

Se tiene:

ot LB

X, es vector propio de A asociado al valor propio /11 =3.

También

el A

X, es vector propio de A asociado al valor propio /12 =-1.

En cambio
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s T4

X3 no es vector propio de A

DETERMINACION DE LOS VALORES PROPIOS:

Sea 10 un valor propio de A, si existe un vector X, # 0 tal que:
AXy = AyX,
A = Al 0%
(A—A,1 )X, =0

si: B=(A-/4l,) 1o anterior significa que el sistema homogéneo N XN Bx =0

tiene ademas de la solucion trivial otra solucion (X =X, #0). Por consiguiente, no

tiene solucion Gnica. Y por tanto, el determinante de la matriz B debe ser cero:
det(B) = det(A— 4,1 )=0

Resumiendo:

Todo valor propio 10 debe ser raiz del polinomio caracteristico asociadoa A .

pA(/l) =det(A- Al n) y un vector propio asociado al valor propio A debe ser
solucion del sistema homogeéneo.
(A=Al )x=0

De los cursos basicos de algebra es importante recordar el teorema del factor.

Ejemplo 9. Determinar los valores y vectores propios de la matriz

A=

w N

2 3
3 1§,
2 1

Resolucion:
pa(2) = det(A~71,)
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123 [100
pa(A)=det |2 3 1|-4/0 1 0
321 |00 1

1-4 2
pa(A)=detf| 2 3-4 1

PA(2) =(1-AEB-D)A-2) +(2)DE) +(A)(2(2)

-[®E-DE +@OA- ) +@-)(2(2)]
PA(A) =(A-A)*(3- 1) +6+12-[9(3— 1) + 2(1- 1) + 4(1- 2)]
Pa(2) =2 +54 -71+3+18-9(3- 1) -6(1- 1)
Pa(A) =—A +512 ~TA+21-27+91-6+61

Pa(A) =-A+54° -81-12
Pa(A) = (A —1)(A+2)(1—6)

Valores propios: 41 =1 Ay ==2; A3 =6 (enteros)

Calculo de los vectores propios:

Para 4, =1, se resuelve: (A-41)X =0

1 2 3 1 0 0})x
=12 3 1|-1j0 1 0| x,|=0
3 21 0 0 1}])x
X —2X, 13 —2
X
Se encuentra el vector X =| X, |=| X, :52 3
X, —2X, 13 -2
-2
Se escoge como el primer vector propio: X; =| 3
-2

Para 4, =—2, se resuelve: (A—A4,1)X =0
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123 10 0\[x

=12 3 1|-(-2)|0 1 0| x, |=0
3 21 0 0 1)) x
Se encuentra el vector
X -13x, /3 13
X=X |= X, =—% -3
X 11x,/3 -11
13
Se escoge como el segundo vector propio: X, =| =3
-11

Para 13 =6 (valor propio dominante), se resuelve: (A—/U )X =0

1 2 3 1 0 0[)[x
=/|2 3 1|-6/0 1 0}| x,|=0
3 21 0 0 1 X

3

Se encuentra el vector

1K 1
X=% =% |=x1
X X, 1

Se escoge como el tercer vector propio: X, =|1

1
-2 13 1
Seformalamatriz P=[X; X, X;]=|3 -3 1
-2 -11 1

1

-2 13 1| -1/15 1/5 -2/15
Lainversade P: P*={ 3 -3 1| =|1/24 0 -1/24
-2 11 1 13/40 2/5 11/40

Luego:
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-1/15 1/5 -2/15||1 2 3||-2 13 1
P*AP=|1/24 0 -1/24||2 3 1||3 -3 1
13/40 2/5 11/40(|3 2 1||-2 -11 1

1 0 0
PYAP=[0 -2 0
0 0 6

Ejemplo 10. Determinar los valores y vectores propios de la matriz

W NN W N
N P P W
P A~ b Db

A w N

Resolucion:

p(1)=A*—62° -3942 —161 + 60

p(A) =(A-D(A+2)(1+3)(1—-10)
Valores propios: /11 =10; /12 =1 /13 =2 /14 =-3
Calculo de los vectores propios:

Para 4 =10, se resuelve: (A-A1)X =0

1 2 3 4 1 0 0 0f)|x 0
2 31 4 01 0 Offx, 0
= -10 =
3 2 1 4 0 0 1 Offx 0
4 3 21 0 0 0 1])|x, 0
9 2 3 41]\[x] [0
2 -7 1 41|x 0
- =
3 2 -9 41X 0
14 3 2 -9))[x] |0
1 0 0 -1]\[x] [O]
01 0 —-1||x 0
p— =
0 0 1 1| x 0
0 0 0 0])x, 0]
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El vector X

1
1
1
1

Se escoge como el primer vector propio: X, {

1, se resuelve: (A=41)X =0

Para iz

El vector X
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4

Se escoge como el segundo vector propio: X, =

4
1
Para 13 =-2, se resuelve: (A+21)X =0
(1 2 3 4] 1 0 0 0Of)x 0
2 31 4 0 1 0 Offx, 0
= +2 =
3 21 4 0 0 1 Off X 0
4 3 2 1] 0 0 0 1])|x, 0
'3 2 3 4)\[x] [0
2 51 4||X%, 0
= =
3 2 3 4| X% 0
4 3 2 3))[x ] |O
1 0 0 -3/7]\[x 0
0 1 0 5/7 X, 0
j— =
0 01 9/7 X, 0
10 00 O X, 0
X, =3%, 17
=X, ==5X, /7
X; =—-9%, /7
X 3x, /7 3
El vector X =| 2 | = X T :ix4 -
X, -9x, /7| 7 7|9
X, X, 7
3
) -5
Se escoge como el tercer vector propio: X, = 9
7

Para /14 =-3, se resuelve: (A+31)X =0
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1 2 3 4] [1 00 0]\[x] [0
2 31 4 010 O0f||x,| |0
= +3 =
321 4 001 0|[x]| [0
4 3 2 1] [0 00 1])x] |O
4 2 3 4N\[x] [0
2 6 1 4(|x| |0
- =
3 2 4 4||lx| |0
4 3 2 4])|x] |0
1 0 0 4/9\x ] [0
0 1 0 4/9(|/x| |0
f— =
0 0 1 4/9|| x| |0
0 0 0 0 |)[x,] |0
X, =—4x%,19
=X, =—4x,/9
X; =—4X, 19
X, —4x, 19 4
El vector X =| 2 | = —4%, /9 :__1)(4 4
X, —4x,/19]1 9 4
X, X, -9
4
) 4
Se escoge como el tercer vector propio: X, =
-9
1 4 3 4
Sflt'P[XXXX]1_8_54
€ Torma la matriz = =
PoetEoel 1 4 9 4
1 1 7 -9

119/468 10/39 85/468 4/13
1/36  -1/12 1/18 0
1/12 0 -1/12 0
5/12 1/52 -1/26 -1/13

Se calcula: P =

Luego:
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119/468 10/39 85/468 4/13 ||1 2 3 4|1 4 3 4
PIAP — 1/36 -1/12 1/18 0 2 31 4|1 8 -5 4
1/12 0 -1/12 0 3 2 1 4|1 4 -9 4
5/12 1/52 -1/26 -1/13||4 3 2 1}|j1 1 7 -9
10 0 0
. 01 0 0
PAP =
02 0
00 0 -3

Teorema 6. Sea p(x) un polinomio. Un nimero C es raiz del polinomio p(x), es
decir p(c) =0 siy sdlosi (x—c) divide a p(x) . Es decir, al hacer la division de
p(x) entre (x —c) el residuo es cero. Luego: p(x) = (x —c)q(x) -

Definicion 17. (Multiplicidad algebraica de un valor propio). Sea A una matriz

cuadrada y /10 un valor propio. Como hemos visto A debe ser raiz del polinomio

caracteristico de A, p, (A1), as: (A=12,) divide a p.(A) - Al mayor exponente

m que cumple:

PA(Ad) =(1—2)"a()
le llamaremos multiplicidad algebraica de 10 .

Ejemplo 11. Para la transformacion T: R® — R3, se tiene que A= [T]ei , €S

5 -5 -2
A=[-3 -2 3
7 -5 -4

Determine la multiplicidad algebraica de cada uno de los valores propios.
Resolucion:

Tenemos que:

5 -5 -2 100
p(4) = Det[A—A1]=Det|[-3 -2 3 |-2/0 1 O
7 5 -4 001
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p(1)=Det| -3 -2-1 3

P(A) = (5-A)[(~2— 2)(~4 — A) +15]+5[(-3)(-4 - 1) - 21] +
(-2)[15-7(-2-2)]

P(2) = (5-A)[ (A* +64+8) +15 | +5(34 +12 - 21) - 2(15+14+ 7 )

D(A) = (5-21)(A? +64+23) +5(34-9) - 2(29+ 7)
p(4)

D(A) =512 +304 +115- 2° ~642 - 231+ A -103

(5- A)(A2+64+23)+151 — 4558 141

D, (A)=—F =22 +84+12=(3-2)(1+2)*

Luego: 4, =3 (multiplicidad 1) y 4, = —2 (multiplicidad 2)

Ejemplo 12. Para la transformacion T: R® — R3, se tiene que A= [T]ei , 85
1 2

A= 0 2
-1 2

N P DN

Determine la multiplicidad algebraica de cada uno de los valores propios.

Resolucion:
Tenemos:
1 2 2 1 0O
p(ﬂ)=Det[A—/1I]=Det 0O 2 1(,-2/0 1 0
-1 2 2 0 01
1-4 2 2
p(A)=Det|] 0 2-1 1
-1 2 2—-4

D(A) = -2 +52 -8 +4=(1-A)(A-2)
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Luego: 4, =1 (multiplicidad 1) y 4, = 2 (multiplicidad 2)

Ejemplo 13. Para la transformacion T: R® — RS, se tiene que A=[T], , es

0000 —32]
1000 -8
A={0 1 0 0 -80
0010 —40
000 1 -10]

Determine la multiplicidad algebraica de cada uno de sus valores propios.
Resolucién:

Hallando los valores propios:

-2 0 0 0 -3
1 -2 0 0 -8
0 1 -2 0 -8
0 0 1 -4 -40
0 0 0 1 -10-2]

Det(A—AI) = Det

-A 0 0 -80
0 -80
-1 -40

0 0 1 -10-4

Det(A— Al) = (—1) Det

1 -4 0 0
0 1 -4 0
—(32)Det
0 0 1 -1
00 0 1
-1 0 -80 1 -4 0
=(-A){()Detf 1 -4 —40 |+80Detf0 1 —All+
0 1 -10-4 0 0 1
1 -4 0 0 -4 0
(-32}4Detj0 1 -—A|+ADet0 1 -4
0 0 1 0 0 1

Det(A— A1) = 22[-A(-A% =104 — 404 —80) +80] + (=32)[1 + 1(0)]
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Det(A—Al) = -4 —104* — 402> —80.4* —804 32

— p(A) = Det(A—Al) =—(1-2)°
Luego: p(4) =0 — A =-2 esel nico valor propio (de multiplicidad algebraica 5)
Teorema 7. Sea A una matriz cuadraday A un escalar, entonces

beR"/ Ax = x|

es un subespacio lineal de R".
Demostracion:
1. Noesvaciopues: A-0=0= A0. Es decir 0 es un elemento del conjunto.
2. S AX =A%, AX, = X,!
A(X + X,) = AX + AX, = X + AX, = A(X + X,)
Es decir, que si x,, x, son elementos del conjunto, la suma de ellos también es
un vector del conjunto.
3. Si Ax, =ax, Y Si keR, entonces
Akx,) = kA(X,) = k(Ax,) = A(kx,)
Esto prueba que {X eR"/Ax= /IX} es un espacio lineal de R".

Definicién 18. (Multiplicidad Geométrica de un valor propio). Por el resultado

anterior: Siendo /10 un valor propio el conjunto {X eR"/Ax = /ALX} €S un espacio

lineal diferente de {0} asi tiene dimension mayor que cero: la dimension del espacio

anterior se llamara multiplicidad geométrica del valor propio 10 [10].

Teorema 8. La dimension geométrica de un valor propio es menor o igual que la

dimension algebraica.
Teorema 9. Si los vectores Vq,V5,...,Vi son vectores propios asociados a valores

propios diferentes, entonces el conjunto formado por ellos es linealmente

independiente.
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Demostracion:

Sea /1i el valor propio el cual est4 asociado el vector Vj . Supongamos que el conjunto

de vectores es linealmente dependiente. Puesto que ningun vector propio puede ser el

vector cero, de esta suposicion deducimos entonces que un vector Vj debe ser

combinacion lineal de los anteriores. Escojamos aquel que tiene el menor indice

posible, digamos j, asi: v, €s combinacion lineal de los anteriores para

i=23,...,j—1. Tenemos
Vj = Clvl +C2V2 +---+Cj—1Vj—1
Multiplicando por, y utilizando que cada v es vector propio, obtenemos

AV =C AV +Co AV, +...+Cj_ 1AV 4

i
AjVj =4V +CoApVo + ...+ Cj1Aj Va1
Si multiplicamos la primera de estas ecuaciones por A; yse la restamos por la
segunda obtenemos:
O=ci (Y —AjIvi+Co(Ap —AjIVo +...+Cj1(Aj_1 — AV

Como el conjunto formado por v, ,v,,... es linealmente independiente, se tiene

Vi1
que

Ci(4 —4j)=0,i=12,..,j-1
Como los valores propios son diferentes entre si. 3 — 4, » 0.
Asi G =0,1=12,..,]-1,
Luego:
Vj=0v; +0V, +...+0vj_, =0-

Pero esto es imposible, pues ningun vector propio es cero. Esta contradiccion afirma

que el conjunto formado por los vectores es linealmente independiente.
Nota. Si p(A)=A"+a A" 1 +...+a, ;A +a, es el polinomio caracteristico de
una matriz A, se tiene que
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a; = (-1)' Y. M;(A)
donde M i (/-\) representa a los menores principales de orden 1 de la matriz A .

En particular se verifica que:

El producto de los valores propios es igual al determinante de la matriz:

n
[ [ 4 = Det(A)
i=1
1 0 2
Ejemplo 14. Para lamatriz A=|2 —1 3|, su polinomio caracteristico es
1 2 0

de laforma p(4) = 2+ allz +a,A+ag donde:

a, =(-1)"> M, (A)=—(1-1+0)=0.

az=(—1)ZZM2(A)={‘; 0]H1 ZH_l 3‘}=—1—2—6=—9

-1 10 |2 0
1 0 2

a, =(-1)°> M, (A)=—2 -1 3|} =—(-6+10)=—4
1 2 0

Luego: el polinomio caracteristico de A es p(A) = 2-91-4.

1 0 -1
Ejemplo15. Para lamatriz A=|1 2 1 | supolinomio caracteristico es de la
2 2 3

forma p(1) = A2+ al/Iz +a,A+az donde:

a,=(-1)") M, (A)=—(1+2+3)=-6

10 2 1 |1 -
a2=(—1)22M2(A)={‘1 sz 3Hz 3W}=2+4+5:11
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a, =(-1)°> M, (A) =- =—(4+0+2)=-6

N — B
N N O

1
3
Luego: el polinomio caracteristico de A es p(1) = 4°* —64% +111— 6.

Teorema 10. Toda matriz cuadrada A satisface su ecuacién caracteristica, es decir:

Si p(A) es su polinomio caracteristico, entonces
p(A) = 0 (matriz cero)
Este teorema es conocido como Teorema de Hamilton-Cayley.

Demostracion:
Para la matriz cuadrada A , consideramos la matriz caracteristica C = A— Al de
orden n, entonces Det(C)=p(A) =k A" +k A" +..+k, es el polinomio

caracteristico de la matriz A.
También Adj(C) contendra polinomios en A de grado no mayor que (n—1) . Por
tanto Adj(C) se puede desarrollar en un polinomio con coeficientes matriciales de
grado cuando mas (n —1), es decir
Adj(C)=C_,A"*+C_,A"?+..+CA+C,
Donde cada Ci es una matriz con elementos escalares. Usando la propiedad
C - Adj(C) = Adj(C)-C = Det(C)- |
Tenemos
Adj(C)-C = p(2)-I

Adj(C)-(A—A1)=p(1)-I
p(4)-1 = Adj(C)- A—(Adj(C))A
(kA" + Ky A" o) =[C A" +C A" 4.+ CA+Cy | A

[CoiA" +C A" +..+CA+Cy |4
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K A" + K 1A+ 4+ KA+ kgl =

[C, At v, A2 4+ CLAL+CoA] -
[Coa” +C oA 4.+ CLA2 +Co A

kK 1A"+k 12"+ +k 1A +k| =

—C_A"-C_, A" —..—Cyi+ C Al +..+CAL+C,A

Las expresiones en los dos miembros de esta igualdad son matrices polinomiales de

orden n. Puesto que las matrices polinomiales son iguales si y solo si los coeficientes

correspondientes son iguales. Luego

k1=-C ,

k.,1=—C, ,+C A

k| =—C, +C,A
k1= C,A
Multiplicando cada una de estas ecuaciones por A", A" ,o AVl tenemos

kA" =—C_ A"
kl=-C_,A"™+C A"

k, A=-C,A+C,A’
k= C,A
Sumando miembro a miembro, se tiene:

kK A" +K A" +...+k | = p(A) =0 (matriz nula)
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3.1.5.

Teorema 11. Si /11, /12 yreny /In son todos los valores caracteristicos (con su
multiplicidad) de una matriz A ysi g(u) es un polinomio escalar, entonces
g(ﬂl), g(ﬂz),..., g(/ln) son los valores caracteristicos de g(A) .
Demostracion:
Si /1i es un valor propio de A, entonces, existe un vector x = 0 tal que
AX = A X

Multiplicando esta igualdad por la matriz A, se tiene

A(M) = A(2X)

A'x= 2 (AX) = 4 (A %) = X
Es decir: ﬂf , es valor propio de A?. Por induccion se tiene:

Ak =2k kez,
Es decir: 4°, es valor propio de A*.

Luego para cualquier polinomio g(u) se cumple:

g(A)x=g(4)x

Lo cual demuestra la afirmacion del teorema.

SEMEJANZA DE MATRICES

Definicion 19. Se dice que dos matrices cuadradas A y B son semejante, si existe *

una matriz invertible P tal que B = P""AP [11].

1 2 -4 -2
Ejemplo 16. Las matrices A= y B= son semejantes, pues
3 2 12 7

2 1
existe la matriz invertible P = L J tal que B = P AP . Se tiene:

S
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-4 -2 1 -1)1 2|2 1 3
En efecto: B = = —_plap
12 7 -1 213 2|1 1

101 2 10 0
Ejemplo 17. Las matrices A=|{0 1 1|y B={0 -1 1| son semejantes,
110 0 0 1
133 7 -3 -3
pues existe la matriz invertible P=|1 3 4|y P'=-1 0 1 |l que
14 3 -1 1 0

2 10 0 7 -3 -3
B=/0 -1 1|=|-1 O

1 =PAP
00 1/ |-1 1 0

1 0 1|1
01 1|1
1 1 01

B W W
w b~ W

Teorema 12. Matrices semejantes tiene el mismo polinomio caracteristico.

Demostracion: Sean A y B dos matrices semejantes, entonces, existe una matriz

invertible P tal que B =P AP

Luego:

Det(B - A1) = Det(P AP - )

Det(B— A1) = Det(P*AP — AP'P)

Det(B - A1) = Det[ P (A— A1)P]

Det(B - A1) = Det(P™*)Det(A - A1)Det(P)

Det(B — A1) = Det(A— A1)

Por tanto los polinomios caracteristicos de A y B son iguales.

Definicion 20. Una matriz cuadrada A de orden “1” se dice diagonalizable si es

semejante a una matriz diagonal D, es decir, si existe una matriz P de orden “n” no

singular tal que [11].
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En este caso se dice que D es una forma diagonal de A y que P es la matriz de

paso.
P'AP=D=AP=PD ysi P representa la columna i-esima de P tenemos
AP =dP,i=12,..n.
Por lo que los elementos di, 1=12,...,n dela igualdad de D son los auto valores

de la matriz A . Por tanto, salvo reordenacion de los elementos diagonales, la matriz

D esté determinada.
Definicion 21. (Potencia de matrices)

Si A es una matriz diagonalizable, existe una matriz no singular P tal que
PAP=D= A=PDP™. Entonces

A" = (PDP)(PDPY)...(PDP ) = A" =PD"P,

Ejemplo 18. Si A:{ 3

2} p(A) = £ -A-2=(A-2)(A+])
Vector Propio:
ParaA:Z[_G 6}[x1}:{0}:>{—6x1+6x2:O:>Xl:x2
-3 3| X, 0 —3x,+3X, =0
X X, 1 1 . .
Luego: = =X, 1 e 1 es el vector propio asociadoa 4 =2.
X

Para A = —1- =3 6| x|_|0 - _3X1+6X2=O:x1:2x2
-3 6| X, 0 —-3x,+3%, =0
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. 1 2] ., [-1 2
Se forma la matriz P =[v; v, |= L 1| VP

e A —pprpi| L 22 011 2
Hege- T 1110 1|1 -

A”—[l 2} 2" 0 {—1 2}_{1 2} _on ot
1110 D" 1 -1 11 D" — (="
A :{—2“ +2(-1)" 2“+1-2(—1)”}

_2n_|_(_1)n 2n+1_(_1)n

1 3
Ejemplo 19, Si A= {3 J p(A) =2 —21-8=(A+2)(A-4)
Vector Propio:
Para 4, = 2: 3 3| X _ 0 - 3X1+3X2:0:x1=—x2
3 3 X2 O 3X1 + 3X2 = 0
Luego: {Xl} - {_ XZ} = xz{_ 1} =V = {_1} es el vector propio asociado a
Xo Xo 1 1
Para/'lQ:4: —3 3 Xl _ O — _3X1+3X2:0:>X1:X2
3 =3 X 0 —3% +3X, =0

% X, 1 1 . :
Luego: = =xp| | |= V2 =| | e el vector propio asociadoa 4, =4.

Se forma la matriz P = [v; v, | DL e
e Torma la matriz = = = —
LV2l=l g Y 211 1

Luego:

A pppt | L 1[-2 o' 1[-1 1
a |1 1|0 4] 2/1 1

A —pprpt | L L (-2 0 |1[-1 1
1 1) o 2*|2[1 1
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an_|~(" 211 L) 1) () 42"
(_2)n 22n 2 1 1 2 _(_2)n+22n
0 _E (_2)1’1 _|_22n _(_2)1’] +22n
2~ (2" +2"" (2" +2%"
1 2 -1
Ejemplo20.Si A=|{1 0 1
4 -4 5

P(A) =2 -6 +111-6=(A-1)(A1-2)(1-3)

Vector Propio:

0 2 -1|x
Para A=1: (A-1)x=0=|1 -1 1 |Xxy|=
4 —4 4| X3
X - X -1
X3:2X2 1 2
= “ = _x =X (=] Xo |[=%X| 1 =V =
oo X3 2Xy 2
Para A =2:
-1 2 -1|x 0
(A-2I)x=0=|1 -2 1|X|=0|=
4 -4 3 |x| |0
X
—2X, +X%X, =0 X, = 4X
Xl 2 3 = 3 2 — Xz
4x, —4x, +3%x, =0 X, = —2X, y
3
-2
=>V,=|1
4
Para A =3:

(-2)" +2%"
(-2)" +2%"

OX1+2X2—X3:0
Xg =Xy +X3=0
4X1—4X2 +4X3 :O

—X1+2X2—X3 :O
Xg —2Xy +X3 =0
4%, —4X, +3%3 =0

—2X, -2
X, [=%]1
4x, 4
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—2 2 —1 Xl O —2X1+2X2—X3:0
(A-3I)x=0=| 1 -3 1 |x|=|0]=7 X{—3X+X%X3=0
4 —4 2 X3 0 4X1—4X2 +2X3=O

2X —2X, + X, =0 =X % % -1
% 23_:>X1_‘°':>x2_x2:x21
X, —3X, + %, =0 X, = 4X,
X, 4x, 4
-1
=V, =1
4
Se forma la matriz:
-1 -2 -1 . 0 4 -1
P=[vy v, w]=l1 1 1|yP?=3{-2 -2 0
2 4 4 2 0 1

-1 -2 -1]|1" o0 o 1o 4 -1
Luego: A"=PD"P1=|1 1 10 2" 0|Z|-2 -2 0

2
2 4 40 0 3|2 0 1

1 oMt " 0 4 -1
AN=l 1 2" 3" ; —2 -2 0
2 M2 g4.qn 2 0 1

2n+2 _23” _4+2n+2 1_3”
L JE L B L S, B 1L
—2M348.3" g-2"3  _244.3"

1

A"=PD"P ==
2

3.2. METODOS ITERATIVOS PARA EL CALCULO DEL POLINOMIO

CARACTERISTICO DE UNA MATRIZ.

En diversos campos de la ingenieria y las matematicas surge el problema de calcular los
valores escalares A y los vectores X no nulos tales que para la matriz cuadrada A se
cumple Ax = AX.

Algunos de estos campos de aplicacidn son:
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Ecuaciones diferenciales

Estabilidad de sistemas lineales

Sistemas eléctricos (componentes simétricas)

Polos y ceros de funciones transferencia

Diagonalizacién de matrices.

Desarrollamos los siguientes métodos de calculo para este polinomio.

3.2.1. EL METODO DE DANILEVSKY

Consideremos una matriz A =[ajj]nxn. EI método consiste en transformar la

matriz: [12].
a1 a2 ain
a a a
A2 82 2n
dp1  ap2 ann

a la matriz semejante

PP Pn-1 Pn]
1 0 0
0 1 0 0

0 0
0 0 1 0

llamada la matriz de FROBENIUS y donde P1,P2,..,Pn=1:Pn, son los
coeficientes de
p(2) = A" = p A" = P A" E — = Py A - Py
La mencionada transformacion se realiza del modo siguiente:
La pendltima columna se divide por ap n—1, supuesto que es diferente de cero,

luego mediante operaciones elementales columnas (matrices elementales) se
transforma la Gltima fila a una filade laforma [0 0 --- 0 1], El producto de
todas las matrices elementales (operaciones elementales columnas) dan como

resultado la matriz
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1 0 0 |
0 0
Mn—l—
br-11 bn-12 br-1n-1 bn-1n
i 0 0 0 1
donde:
by, =——"i#n-1
n-1,i an'n,l *
1
bn—l,n—1:
n,n-1

Puesto que Mn—l es el producto de matrices elementales entonces es no singular

(regular) y
_ 0 0
1 0 0
ML = :
ny 82 ot Ap(n-1)  Ann
0 0 1 0|
Luego
[ oy C2 - G- Cin |
Ca1 C2 - Cymmy Con
C=M;LAM =| S : :
Cn-nt Cin-12 " C-n(n-1) Cn-1n
0 0 “e 1 0 |

es semejante a la matriz A y por lo tanto tiene el mismo polinomio caracteristico.
Si. C(n-p(n-2) # 0, entonces aplicamos el proceso anterior a la matriz C y
obtenemos

D=M;5,AM,_,

la cual es semejante a la matriz A.

Por consiguiente, de esta manera obtenemos P,
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P=M*M; . M LMLAM M,

1 2 3 4
. . 2 1 2 3
Ejemplo de aplicacion 1. Sea A=
3 21 2
4 3 2 1
Aquin=4,a43:2¢0
1 0 0 0
0 1 0 0
Entonces M,_; =Mj3 =
byy D3 Dbaz by
0 0 0 1
Donde
bsl:_ﬂ: 4
ag3 2
a
b32=—£=—3
ass 2
1 1
by =—==
a2
a 1
b34:_ﬂ:_
a;; 2
Entonces:
1 0 0 0
M. =M. 0 1 0 0
LR L2 —3i2 12 -1/2
0 0 0 1
1 000
0100
Ml =Mt =
TS T4 3 21
0 001
Luego:
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C=M;'AM,

10 0 O][1 2 3 4|1 0 0 0
C 01 0 0|21 2 3|0 1 0 0

4 3 2 13 2 1 2||-2 -3/2 1/2 -1/2

0 0 0 1j(4 3 2 10 0 0 1

[ -5 -5/2 3/2 5/2| [¢y €, Cs Cy
c=|~ 2 -2 1 2 | _|Ca Cp Cy Cpn

-24 -15 11 19 Cy Czp Ci3 Cyy

0o o0 1 o]0 0o 1 o0

Aqui: Cq = -15#0
Para la matriz C repetimos el proceso:

Dividimos la pentltima columna entre C;, = -15.

1 0 0 O
M2 _ b21 b22 b23 b24
0 0 1 0
0 0 0 1
bn_zli:—cn;l’i;i;tn—z
Cin-1(n-2)
1
bn-2)n-2) = ———
C(n-n(n-2)
Luego
Cao -15 15
5 1 1 1
2 - T =T
o -15 15
C3o -15 15
c;; —15 15
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Luego:

1 0 0 0
_24/15 —-1/15 11/15 19/15
271 9 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
My |24 18 1L 19
0 0 1 0
0 0 0 1

Tenemos entonces:
-1

D = =

0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1
Finalmente

También se calcula:

1/6 -/6 -34/6 -4
0 1 0 0

M. =
0o o 1 0
0 0 0 1
6 5 34 24
L1001 0 0
Ml =
00 1 O
00 0 1
Finalmente:
P=M,'DM,
34 241[-1 1/6 —1/3 —2/3[1/6 —/6 —34/6 —4
o_ 0 0|6 5 34 2400 1 0 0

5
1
o1 0§jo o 1 OO O 1 O
o o0 140 o o0 1 jJ0 O 0 1

o O O o



3.2.2.

4 40 5 20

1 0 0 O
P=

0 1 0 O

0 0 1 0
Por lo tanto:

p(A) =A% — 42> —404% =564 - 20

METODO DE KRYLOV
El método de Krylov requiere resolver un sistema de ecuaciones lineales para
encontrar los coeficientes del polinomio caracteristico. Este sistema se conforma a

partir de la aplicacion del teorema 9 al polinomio caracteristico [12].

Pa(A) ="+ Py A + P AT+ P AT e+ PAH P
Pn(A) = A"+ p_g A" 4 py A2 4 AN 4 pr A pol

Si a la expresion del polinomio caracteristico, evaluado para la matriz A (segunda

expresion del parrafo anterior) se le multiplica por la derecha por un vector

V)

arbitrario Y\ se tiene

AY O o AT O g A2y O 4 AY Q) v @ — g

Donde
_yl(o)_
yO _|v5)
_yréo)_
Liamando Y ® al producto de la matriz A por el vector YO g tiene

yd

v@ _ay @ _| S

y§
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oy

Y(Z) al producto de la matriz A por el vector Y\’ lo que implica la aplicacién

A2 sobre Y(O)

y@ |
(2) _ a2y (0) _ ay (@) _| ¥
YY) =AY = AYY = 72
Ny
En general
40
(K) _ pky (©) _ ay (k-1) _| Y39
YW =AYV = AY =72 |, k=12,...,n
v |
Con estos vectores se forma el sistema lineal
yl(n—lﬂ yl(n—2) yl(1) yl(0) yl(n)
(n-1) (n-2) @ 0) (n)
Pra| Y2 7 [+ a2 2 s Y2 4 pg) Y2 | = V2
Ly Ly YO @ [y

Expresando en forma matricial se tiene:

A /R SRR LR ol N I
ygn—l) ygn—Z) yg‘—3) ygl) y§0) Pn-2 yén)
T IS 7 Ly
P1 y,(]n_l
Dy Yy L Po b [y

Resuelto este sistema por alguno de los métodos conocidos, se tienen los
coeficientes del polinomio caracteristico.

Cabe sefialar que, siendo el vector Y arbitrario se toma como tal el que menos

trabajo implica, por ejemplo, se toma el vector
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y(@ =

- O O O =

0

Siendo posible elegir otro si el sistema resulta mal condicionado.

Ejemplo de aplicacion: Para la siguiente matriz

1 011
0O 210
A=
-2 0 1 3
0O 1 2 2
Se toma como el vector arbitrario el vector
1
0
y(O): X
0
Se calcula
(1 0 1 11 1
Y(l):Ay(O): 0O 2 1 00 _ 0
-2 0 1 3|0 -2
_O 1 2 2|0 0
1 0 1 11 -1
Y(Z):Ay(l)z 0O 21 00 _ -2
-2 0 1 3| -2 -4
_O 1 2 2 _0 -4
1 01 ﬂ -1 -9
Y(B):Ay(z): 0 2 1 0}-2 _ -8
-2 0 1 3|-4 -14
0O 1 2 ZJ -4 -18




3.2.3.

01 1| -9 -41
Y(4):Ay(3)= 2 1 0] -8 _ -30
-2 0 1 3| -14 -50
0 1 2 2| -18 —-72
El sistema lineal a resolver, es:
-9 -1 1 1| p, —-41
-8 -2 0 O} p, __—30
14 -4 -2 0l p,| |-50
-18 -4 0 O]|p, -72
En forma equivalente:
-9p,—p,+p,+p, =41 (1)
_8p3_2p2 =30 2)
-14p,-4p,-2p, =90 (3)
-18 P;— 4 P, =12 (4)

Podemos resolver las ecuaciones (2) y (4)

_8p3_2p2=30 — _4p3_p2=15 - _8p3_2p2=30
-18p, —4p, =72 9p,+2p, =-36 9p,+2p, =—36

_ { p; =—6
P, =9
Luego: P, =-1 p,=-3

con lo cual el polinomio caracteristico, es:

p()=2*-622+912-1-3

METODO DE LE VERRIER

Consideramos el polinomio caracteristico en su forma mdnica (coeficiente de A"

igual a la unidad) [12], [13].
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p(/ﬂt) = ﬂ“n + pn—lﬂ“n_1 + pn—Zﬂ’n_2 +ot plﬂ' + pO

Si las raices de este polinomio son ﬂl,ﬂg,-..,lm, valores propios de la matriz A,

se tiene
p(1)=(A-A)A-4)A-4)..(A-4,_)(A-4,)
Se calcula la derivada
p'(A)=nA""+(n-Dp, A" +(N-2)p, A" +..+ p,
Se considera ahora

p'(A) nA" +(n-1p, A" 2+(n-2)p, A" +..+ p,

p(A) A"+ P AT+ P, AT e A P,
p'(4) _ A-4)A-4)(A-2)+(A-)A-4)..(A-4,)+..+
p(4) (A=A -4)A-4)(A-4,,)A-4,)
HA-A)A-4)(A-4,)
(A-)A-4)A-4)..(A-4,)(A-4)
p'(A) B 1 N 1 1 1 _ . 1

= + +..+
PA) A-A A-4 A-A4 Al Sa-

Tomando W > max\ik\ , la sumatoria se puede escribir
k=1,n

Por tratarse de una serie geométrica de razén % <1.

Llamando:

S, = Y A y por propiedad, Y4 =Tr(A)
=

k=1
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Entonces

A" +(n=-1)p, A"+ (N-2)p, A" +..+ p=

_ 1 -2 n S S S3
="+ Pyl + ot py A +p0)[/1+12+/13+/14+

)

Desarrollando el producto del segundo miembro e igualando los coeficientes de las

distintas potencias de A resulta que, siendo el polinomio ménico caracteristico

PA) =A"+p, A"+ P, A"+t PA+ P,

Sus coeficientes vienen dados por

_ S’3 + SZ pn—l + Sl pn—z

pn—3 =

3
p —_ Sr + Sr—l pn—l + Sr—z pn—z +...t s1 pn—r+l
n-r r
1 011
. o . 0 210
Ejemplo de aplicacion: Para la matriz A=
-2 01 3
0 1 2 2
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Como primer paso se calculan las potencias segunda, tercera y cuarta de la matriz

dada. Se obtiene las matrices

A =

A
O N
~N 0w s
B N~ wo

-9 8 16 23
-8 11 11 13
-14 13 18 25
-18 18 27 17

—-41 39 61 85
-30 35 40 51
-50 51 67 90
—72 73 101 137

At =

A continuacion se calculan las trazas de estas matrices que con la notacién
adoptada se corresponden a los valores S ,S,,S;,$,

1

s, =Tr(A)=Tr

0

R O N O
N R R e

-1

s, =Tr(A?)=Tr| =18

|
A W b~
~N O w b

10

-9 8 16 23

3 -8 11 11 13

S, =Tr(A”)=Tr =57
-14 13 18 25

-18 18 27 17

-41 39 61 85
. =30 35 40 51
s, =Tr(A")=Tr =198
-50 51 67 90

-72 73 101 137
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Con estos valores se tiene:

p3:—31:—6

S, +
p2=_ 2 251p3:9
AELEL L LT,

__S4FS3Ps S, P, +SP _

0 4
El polinomio caracteristico es:

p(A) =4 -62°+947 -1 -3

-3
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IV. DISCUSION

Los resultados son de gran importancia en el céalculo de los coeficientes del polinomio
caracteristico de una matriz. Sin embargo, en el estudio que se hace en este trabajo, existen

matrices que no se adecuan al empleo del método de Danilevsky, por ejemplo matrices que
tiene el término ap n_1 de la matriz igual a cero. Estas matrices se dejan al estudio posterior

de otros trabajos de investigacion. En realidad, estas matrices al inicio no se adecuan al
método de Danilevsky, pero si se puede aplicar una operacién elemental y se convierten una

matriz que se adecua al método de Danilevsky.

Cabe decir que estos métodos solo dan el polinomio caracteristico de la matriz, mas no los
vectores propios (estos valores propios son las raices del polinomio caracteristico), este
problema del calculo de los valores propios también es motivo de otro trabajo de

investigacion.

Obviamente, estos tres métodos estudiados, tampoco dan los vectores propios de la matriz.

Claramente si se conoce un valor propio, se podria calcular uno 0 mas vectores propios.
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V. CONCLUSIONES

Se tienen las siguientes conclusiones

1. El'método de Danilevsky consiste en efectuar (n-1) transformaciones de semejanza de matrices
(Operaciones elementales fila), a partir de la matriz A, encontrando matrices no singulares
M;;1,2,...,n— 1 tales que el producto Mi%,..., M1, M,_; = Cy, es decir, la matriz A va
siendo sustituida sucesivamente por matrices cuyas filas van siendo reducidas a partir de la
fila n hasta la fila 2, esta Ultima matriz es la matriz compafiera, y es la que da los coeficientes
del polinomio caracteristico.

2. Enel método de Krylov se requiere resolver un sistema de ecuaciones lineales para encontrar
los coeficientes del polinomio caracteristico. Este sistema se conforma a partir de la aplicacion
del teorema 9 al polinomio caracteristico

n

Pn(2) = A" + png A"+ P12 4 pp_s A" ot prd+ po

AN KA

3. Enel método de Le Verrier, es de gran importancia las trazas de las matrices
con los cuales se pueden calcular los coeficientes del polinomio caracteristico de la matriz
considerada.
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VI. RECOMENDACIONES

Se tiene las siguientes recomendaciones.

1. En el método de Danilevsky se recomienda tener conocimiento de las operaciones
elementales filas y columnas en una matriz (estas operaciones elementales son equivalentes
a multiplicar la matriz A por matrices elementales).

2. En el método de Krylov se recomienda leer un poco de la teoria de sistemas de ecuaciones

lineales, asi como algunos métodos de solucion.

ANA A

3. Parael calculo de las matrices en el método de Le Verrier se recomienda

utilizar el programa de Matlab, derive, ya que estos calculos son tediosos.
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VIII.  ANEXOS

METODO PARA EL CALCULO SIMULTANEO DE LOS COEFICIENTES DEL

POLINOMIO CARACTERISTICO Y DE LA MATRIZ ADJUNTA

Este método conocido como el método de Faddeev, considera una matriz A = [aﬁ} .La

mxn

matriz caracteristicade A es (11 — A). El

determinante de la matriz caracteristica
p(1) = Det(Al — A) = Det(45, —a, )
Es un polinomio escalar en A y se llama polinomio caracteristico de A .

La matriz B(4) = [bik (/1)], donde bik (/1) es el complemento algebraico (cofactor) del elemento

(/15”( - aik) en el determinante A(A) se llama matriz adjunta de (A1 — A). Es decir:
B(4) =[b, (2)] = Adj(41 - A)
Ejemplo 1. Para la matriz

A, d,
A= Ay Ay Ay

8 8y dy

A- a11 _a'.LZ _a13
AMl-A=| -a, A-a, -a,
—ay —dy, A= Ay

p(A) = Det(Al — A)
3 2
P(A) = A" —(aq1 +ay, +ag3)A” +(ay18p1 + 811833 +Appaz3 —Apzazy — A1 —Ay3d3;) A +
dqpap1833 —apjdpzdsy) —ay3dp1dsy + 3380831 — 818833 81183703

/12 - (azz + aze,)/1 T80 —Apa;, * ¥
B(ﬂ,) = a21/1 + 8,83 — 8,85 *oOK
6131/1 + 8,85, — 8585 *oOK

Estas definiciones implican las siguientes identidades en A :

63



(Al = A)B(A) = p(W)I
B(A)(Al —A) = p()I
Formula efectiva para expresar la matriz adjunta B(1)
Consideremos el polinomio caracteristico de la matriz A M (n,n) .
p(A) ="~ p A" =P~y
La matriz adjunta se puede expresar de la siguiente manera:
B(A)=1A""+BA"?+B,A+..+B_,
donde
B=A-pl
B,=A’-pA-p,l
y en general
B = A —p A —p A~ . .—pl (k=12,..n-1)
Las matrices Bl, Bz,---, Bn_l se pueden calcular en sucesion partiendo de la relacion de
recurrencia
B =AB, ,-pl (k=12..,n-1B,=1)
Ademas
B, = P(A)=AB,_; — py! =0 (matriz cero)
B, =AB, ;- p| (k=12..,n-1B,=1)
Si A esno singular, entonces
p(0) = Det(-A)=-p,
(1) det(A) =P,
p, = (=1)"" det(A) # 0

Y se sigue que:
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A71 = p—an_l
2 -11
Ejemplo2.Para A= 0 1 1/, tenemos
-1 1 1
A-2 1 -1
p(1)=Det(Al —A)=Detf 0 A-1 -1
1 -1 1-1

p(A) =22 -4%+51-2

P(A)=(A-2)(A-1?y 4, =2, 4, —1 (raiz doble)

2 -1 1
Bi=A-p=A-4l=[ 0 -3 1
-1 1 -3
0 2 -2
B,=AB, +5l =[-1 3 -2|y
1 -1 2
222 —A+2 A-2
B(A)=| -1 A2-31+3 1-2

—A+1 A-1 A2-31+2

Det(A)=2.
0 1 -1
A—1=%B2 ~1/2 3/2 -1
1/2 -1/2 1
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