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RESUMEN 

En general, las ecuaciones diferenciales no lineales son no resolubles y no es común 

encontrar una solución de forma cerrada; dentro de este grupo está la ecuación diferencial 

de Riccati 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑥2 + 𝐶(𝑡)𝑥 + 𝐷(𝑡), cuya integración tiene mucho que ver entre las 

relaciones de 𝐵, 𝐶 y 𝐷. El objetivo principal es proponer una perspectiva didáctica bajo el 

modelo Van Hiele, dosificar los niveles para el estudio de este problema, ya en el último 

nivel, aplicar un proceso de solución con métodos algebraicos que permitan resolver la 

ecuación de Riccati y generalizar casos especiales. Los resultados son propuestas viables 

dirigidos a estudiantes de ciencias e ingenierías, al descubrir nuevos métodos de solución 

con ayuda del álgebra y análisis. 

Palabras claves: Ecuación de Riccati, ecuación diferencial no lineal, solución algebraica, modelo 

Van Hiele. 
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ABSTRACT 

In general, nonlinear differential equations are not solvable and it is not common to find a 

closed-form solution; Within this group is the Riccati differential equation 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑥2 +

𝐶(𝑡)𝑥 + 𝐷(𝑡), whose integration has a lot to do between the relations of 𝐵, 𝐶 and 𝐷. The 

main objective is to propose a didactic perspective under the Van Hiele model, to dose the 

levels for the study of this problem, already at the last level, to apply a solution process with 

algebraic methods that allow solving the Riccati equation and generalizing special cases. The 

results are viable proposals aimed at science and engineering students, by discovering new 

solution methods with the help of algebra and analysis. 

Keywords: Riccati equation, nonlinear differential equation, algebraic solution, Van Hiele 

model.  
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I. INTRODUCCIÓN 

Los conceptos de ecuaciones diferenciales, forman parte del análisis matemático que 

describen muchos procesos de la vida real, está vinculada con la ciencia e ingeniería, donde 

destaca que los primeros métodos de solución fueron los algebraicos y numéricos, [1]. 

Cuando un problema es complejo, los métodos analíticos, tal como hacer cambios de 

variables pueden resultar adecuados; sin embargo, cuando se trata de una ecuación 

diferencial, no todas las soluciones se expresan por funciones elementales, [2]. 

 Desde la perspectiva de la enseñanza, las ecuaciones diferenciales constituyen una 

asignatura de exigencia obligatorio para las carreras de ciencias, esto obliga prestarles 

atención y proponer nuevas formas de solución del problema [3, 4]. Al revisar el contexto de 

la evolución del cálculo, la integración y la diferenciación son herramientas fundamentales 

para el desarrollo de las ciencias; en consecuencia, tiene repercusiones en el aspecto 

sistémico de las ecuaciones diferenciales y sus métodos de solución, [5].  

 Según [6] señala que las ecuaciones diferenciales no lineales presentan dificultades 

para obtener una solución de forma cerrada; en particular, se tiene la ecuación formulada por 

Jacobo Riccati [7]), y que desde el principio esta ecuación, mantuvo ocupado a muchos 

matemáticos de la época como Leibniz, Goldbach y Bernoulli [8]. 

 La ecuación de Riccati, corresponde a una de las tantas ecuaciones no lineales no 

resolubles por cuadraturas; sin embargo, durante la segunda mitad del siglo XX se dio auge 

investigativo a este problema, incluso hay artículos donde utilizan la teoría de Galois 

diferencial y otros optan como herramienta el álgebra, [9, 10]. 

  En principio la ecuación de Riccati, requiere que se disponga de alguna información 

suplementaria, si se conoce una solución particular, utilizando un cambio apropiado de una 

función incógnita transforma la ecuación diferencial en otra lineal de primer orden en la 

nueva función incógnita; sin embargo, cuando no se conoce una solución particular, sigue 

siendo un problema abierto, [11-14]. 

  En los resultados de esta investigación se analiza la ecuación de Riccati mediante los 

niveles propuesto por los Van Hiele. En 1957, los esposos Van Hiele, en los resultados de su 

tesis doctoral hablan de un desarrollo teórico y experimental, ponen en discusión los niveles 

de pensamiento, cuyo propósito tiene que ver con el mejoramiento de la enseñanza de la 

geometría. Uno de los principales objetivos que se busca en la elaboración de niveles, es de 
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conocer los obstáculos que se les presenta a los estudiantes a la hora resolver un problema, 

[15]. 

 Los antecedentes al estudio de los Van Hiele, se pueden encontrar en los trabajos 

elaborados por Polya, Bloom, Piaget, Watson, Brownell, Vinner y Hershkowitz y Dubinaky, 

todos en el mismo sentido geométrico, pero ya existen investigaciones recientes en la cual se 

aplica esta propuesta fuera del estudio geométrico donde han utilizado el modelo Van Hiele 

[16]. 

II. MATERIAL Y MÉTODOS 

Es una investigación en matemática dentro del paradigma cualitativo, los fundamentos de la 

parte teórica conceptual se apoyan en el concepto matemático de las ecuaciones diferenciales 

aplicados a una situación concreta, sigue la secuencia análisis, síntesis y deducción. El 

método que se pone énfasis es el estudio por niveles, [17]. 

Se aplica una estrategia metodológica que ayude a los estudiantes de ecuaciones 

diferenciales a formular conceptos más profundos desde una perspectiva didáctica sobre todo 

desde la óptica del Modelo Van Hiele y que ayude hacer modelización matemática en su 

campo de formación, para este trabajo la base es la ecuación diferencial no lineal de Riccati. 

Es preciso tomar en cuenta que el uso de los problemas que encuentra el docente al fomentar 

conceptos matemáticos, es la complicación intrínseca de estos. Dentro de los obstáculos está 

del tipo genético y psicológico: esto es, el desarrollo personal del alumno y el otro obstáculo 

es del tipo didáctico y tiene que ver con el docente y su forma de enseñanza, mientras que 

los obstáculos del tipo epistemológico son asociados con la naturaleza de los conceptos, [18, 

19]. 

Aplicamos los niveles de pensamiento presentados por los Van Hiele, y son cinco: 

Nivel 1: pre-descriptivo; Nivel 2: de reconocimiento visual; Nivel 3: de análisis; Nivel 4: de 

clasificación y relación; nivel 5: de deducción formal. La dimensión epistemológica, está 

formado por argumentos matemáticos de ecuaciones diferenciales; la dimensión cognitiva 

está asociado con las características cognitivas del estudiante, nivel de instrucción, formación 

matemática; la dimensión didáctica está asociado con las características del sistema de 

funcionamiento del sistema de enseñanza, [20, 21]. 
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III. RESULTADOS 

3.1 Nivel 1: pre-descriptivo 

El nombre de la ecuación de Riccati (1676 – 1754), se le da a una ecuación que tiene la 

forma 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑥2 + 𝐶(𝑡)𝑥 + 𝐷(𝑡)  

con 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) y 𝐷(𝑡) funciones continuas en un cierto intervalo. La forma dada por D’ 

Alembert en 1763 fue 𝑡𝑚 𝑑𝑧 = 𝑑𝑥 + 𝑥2 𝑑𝑡

𝑑𝑧
 , su mérito tiene que ver con haber planteado 

el problema de la dificultad de separar variables cuando 𝑧 = 𝑡𝑚; sin embargo, fue Daniel 

Bernoulli, que considera la ecuación 𝑎𝑡𝑚 + 𝑥2 = 𝑏
𝑑𝑥

𝑑𝑡
, precisando que la ecuación es 

posible resolverlo cuando 𝑚 = −2, 𝑚 = −
4𝑛

2𝑛+1
 y 𝑚 = −

4𝑛

2𝑛−1
 con 𝑛 ∈ ℤ, [22, 23]. 

3.2 Nivel 2: reconocimiento visual 

En este nivel se da la acción de clasificar, categorizar o conceptualizar, recibir 

información del entorno del problema. La ecuación diferencial no lineal de Riccati al tener 

la forma 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑥2 + 𝐶(𝑡)𝑥 + 𝐷(𝑡)       (n1.1) 

con 𝐵(𝑡) ≠ 0, la sustitución 

𝑥(𝑡) =
1

𝐵(𝑡)
[𝑦(𝑡) −

𝐶(𝑡)+
𝐵′(𝑡)

𝐵(𝑡)

2
]     

proporciona la ecuación 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦2 + 𝑢(𝑡),          (n1.2) 

lo cual es un caso particular de la ecuación estudiada por Riccati; por tanto, una solución 

de esta ecuación, proporciona una solución general de Riccati. En efecto, el 

reconocimiento visual de llevar de (n1.1) a (n1.2) derivando en 𝑥(𝑡) reduce a la forma 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑦2 + 𝑢(𝑡), [24].  

3.3 Nivel 3: de análisis 

A este nivel se puede examinar y comprender partes del conjunto de sistemas asociados 

con la solución del problema. Sea la ecuación diferencial 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑥2 + 𝐶(𝑡)𝑥 +

𝐷(𝑡), se tiene algunos casos particulares: 
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(i) Si 𝐵(𝑡) = 0, la ecuación de Riccati se transforma  
𝑑(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐶(𝑡)𝑥 + 𝐷(𝑡) y es una 

ecuación diferencial lineal. 

(ii) Si 𝐷(𝑡) = 0 la ecuación de Riccati se transforma en una ecuación diferencial de tipo 

Bernoulli 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑥2 + 𝐶(𝑡)𝑥 . 

En ambos casos, se conoce como obtener una solución general [25]. 

(iii) Cambio de variable independiente. Si 𝑓 es continuamente diferenciable, con derivada 

no nula, el cambio de variable 𝑡 = 𝑓(𝑢) conduce a la ecuación de Riccati 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑓(𝑢))𝑓′(𝑢)𝑥2 + (𝐶(𝑓(𝑢))𝑓′(𝑢))𝑥 + 𝑓′(𝑢)𝐷(𝑓(𝑢)) .  

(iv) Cambio de variable dependiente. Haciendo  

𝑥(𝑡) =
𝑎(𝑡)𝑦(𝑡)+𝑏(𝑡)

𝑐(𝑡)𝑦(𝑡)+𝑑(𝑡)
 ,  

resulta 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
=

(𝑐𝑦+𝑏)(𝑎′𝑦+𝑎𝑦′+𝑏)−(𝑎𝑦+𝑏)(𝑐′𝑦+𝑐𝑦′+𝑑′)

(𝑐𝑦+𝑑)2  con algunas simplificaciones. 

Casos especiales que analizan: 

(a) si 𝑥(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑦(𝑡) se  obtiene la ecuación 
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑦2 + (𝐶(𝑡) +

𝐵′(𝑡)

𝐵(𝑡)
) 𝑦 +

𝐵(𝑡)𝐷(𝑡) . 

(b) si 𝑥(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑏(𝑡) resulta la ecuación 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑏′(𝑡) = 𝐵(𝑡)(𝑦(𝑡) + 𝑏(𝑡))

2
+ 𝐶(𝑡)(𝑦(𝑡) + 𝑏(𝑡)) + 𝐷(𝑡),  

es la ecuación diferencial es de Riccati. Hay otros casos en los cuales la ecuación de 

Riccati son resolubles, llevando bajo transformación a la ecuación diferencial de tipo 

Bernoulli: 

(b1) si 𝑥1(𝑡) es una solución, entonces la ecuación diferencial ordinaria de Riccati se 

linealiza  

𝑑𝑣

𝑑𝑡
+ [2𝐵(𝑡)𝑥1(𝑡) + 𝐶(𝑡)]𝑣 = −𝐵(𝑡).  

(b2) Si se conocen tres soluciones de la ecuación de Riccati, 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) y 𝑥3(𝑡) 

entonces  

𝑣(𝑡) =
1

𝑥2(𝑡)−𝑥1(𝑡)
+ 𝑘 (

1

𝑥3(𝑡)−𝑥1(𝑡)
−

1

𝑥2(𝑡)−𝑥1(𝑡)
). 

(b3) Si se tiene cuatro soluciones 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡) y 𝑥4(𝑡) de la ecuación diferencial 

de Riccati, entonces se cumple 
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𝑘 =

𝑥4(𝑡)−𝑥2(𝑡)

𝑥4(𝑡)−𝑥1(𝑡)

𝑥3(𝑡)−𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)−𝑥1(𝑡)

 .  

 (b4) Cuando 𝐵(𝑡) = 𝑎𝛽(𝑡), 𝐶(𝑡) = 𝑏𝛽(𝑡), 𝐷(𝑡) = 𝑐𝛽(𝑡) la ecuación de Riccati es  

               integrable; es decir, si 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐷(𝑡) son proporcionales, entonces la ecuación 

es separable 
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛽(𝑡)(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐).  

3.4 Nivel 4: clasificación y relación 

Las relaciones llevan equivalencias, similitud o diferencias, mientras que la 

clasificación, siendo un proceso mental permiten agrupar concepto matemático en base 

a su similitud. Hasta esta parte, el análisis realizado, nos permite clasificar 

adecuadamente algunas ecuaciones diferenciales de Riccati y su relación con ecuaciones 

diferenciales de segundo orden y otros. Como bien señala Henri Poincaré “las 

matemáticas no estudian objetos, si no relaciones entre objetos”, por ejemplo, el método 

ideado por Darboux y Lie a finales del siglo XIX llevó a una caracterización intrínseca 

de las curvas a través de la ecuación diferencial de primer orden no lineal de Riccati, 

[26].   

Existe una relación entre la ecuación diferencial de segundo orden y la de Riccati, más 

precisamente, la solución de esta última, es la que permite decidir si la de segundo orden 

tiene o no solución por medio de cuadratura. 

Las soluciones de la ecuación diferencial de segundo orden, permite además obtener 

soluciones de la adjunta de tercer orden; es preciso, al solucionar la ecuación de Riccati 

mediante grupo de Lie, se requiere resolver una ecuación de tercer orden adjunta. La 

ecuación diferencial de tercer orden [27], tiene la forma general  

𝑑3𝑓(𝑡)

𝑑𝑡3 + 𝐵(𝑡)
𝑑2𝑓(𝑡)

𝑑𝑡2 + 𝐶(𝑡)
𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐷(𝑡)𝑓(𝑡) = 0        

siendo 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡), 𝐷(𝑡) son funciones continuas en el intervalo I. Considerando La 

transformación 𝑓(𝑡) = 𝑥𝑒
−

1

3
∫ 𝐵(𝑡)𝑑𝑡

𝑡

𝑡0  , se observa que ha desaparecido el término 𝑥′′ lo 

cual lleva a la forma 

𝑥′′′ + 𝑝(𝑡)𝑥′ + 𝑞(𝑡)𝑥 = 0,  

y es una adjunta general. Estos argumentos permiten formular varios teoremas para su 

nivel de formalización. 
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Teorema 1. Sea 𝑢, 𝑣 un sistema fundamental de soluciones de la ecuación diferencial 

𝑑2𝑠

𝑑𝑡2 + 𝑛𝑠 = 0 [14], entonces la solución general de la adjunta viene dada por  

𝑥 = 𝑐1𝑢2 + 𝑐2𝑢𝑣 + 𝑐3𝑣2. 

La ecuación diferencial de orden dos puede escribirse en la forma general 𝑓′′ + 𝑝(𝑡)𝑓′ +

𝑞(𝑡)𝑓 = 0, Pero, el cambio 𝑒𝑥𝑝 {−
1

2
∫ 𝑝(𝑡)𝑑𝑡} transforma la ecuación a su forma 

reducida 

𝑥" + 𝑛(𝑡)𝑥 = 0,               (t1) 

mientras que se si aplica a (t1) el cambio 𝑣 = −
𝑥′

𝑥
 se tiene la ecuación diferencial de 

Riccati 

𝑣′ = 𝑣2 + 𝑛(𝑡).                   (t2) 

Por tanto, resolviendo la ecuación (t2), se obtiene una solución de la general de segundo 

orden, y con ello la solución de la adjunta de tercer orden 

𝑥′′′ + 4𝑛𝑥′ + 2𝑛′𝑥 = 0.   

Ecuación de segundo orden asociado a la ecuación de Riccati 

En esta parte el propósito es buscar una relación de una ecuación diferencial lineal de 

segundo orden y una ecuación diferencial ordinaria no lineal de Riccati. Sea la ecuación 

diferencial de segundo orden 

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2 − [
𝐵′(𝑡)

𝐵(𝑡)
+ 𝐶(𝑡)]

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝐵(𝑡)𝐷(𝑡)𝑥 = 0      (1) 

asociada a la ecuación diferencial no lineal de Riccati 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑦2 + 𝐶(𝑡)𝑦 + 𝐷(𝑡).                         (2) 

Se puede fundamentar las afirmaciones: 

(a) Si 𝑥(𝑡) es solución de (1), entonces 𝑦(𝑡) = −
𝑥′(𝑡)

𝐵(𝑡)𝑥(𝑡)
 es solución de (2). 

(b) Si 𝑦(𝑡) es solución de (2), entonces 𝑥(𝑡) = 𝑒
− ∫

𝑥′(𝑡)

𝐵(𝑡)𝑥(𝑡)
𝑑𝑡

 es solución de (1). 

(c) Si las funciones 𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) y 𝐷(𝑡) son continuas y 𝐵(𝑡) > 0, entonces la solución 

general de (2) es 𝑦(𝑡) =
𝑓(𝑡)+𝑀𝑔(𝑡)

𝐹(𝑡)+𝑀𝐺(𝑡)
 , 𝑀 ∈ ℝ. 

Ecuación de Riccati asociado a la ecuación de Bernoulli 
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Daremos un enfoque para determinar la solución general de la ecuación diferencial no 

lineal de Riccati, se va encontrar la solución de un conjunto de ecuaciones diferenciales 

ordinarias de este tipo. Sea la ecuación Riccati de la forma 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)[𝑥(𝑡)]2 + 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝐷(𝑡).              (b1) 

La idea principal para resolver (b1) es ofrecer un enfoque, para utilizar un método donde 

𝐵(𝑡), 𝐶(𝑡) y 𝐷(𝑡) cumplan ciertas condiciones que permitan llevarlo a  la ecuación 

diferencial ordinaria no lineal  tipo Bernoulli, [5, 7]. 

Teorema 2. Si los coeficientes de la ecuación diferencial (b1) están asociadas mediante la 

siguiente expresión 

𝐷(𝑡) = −
𝑑

𝑑𝑡
[

𝐶(𝑡)

𝐵(𝑡)
] ,               (b2) 

entonces la solución general viene dada por 𝑥(𝑡) = −
𝐶(𝑡)

𝐵(𝑡)
+ 𝑢(𝑡)[∫ 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑘]−1 

siendo la función 𝑢(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝{∫ 𝐶(𝑡)𝑑𝑡} y 𝑘 ∈ ℝ. 

Demostración. Si los coeficientes satisfacen la expresión (b2) entonces la ecuación 

diferencial dada en (b1) se escribe por 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑥(𝑡) +

𝐶(𝑡)

𝐵(𝑡)
) = 𝐵(𝑡)𝑥(𝑡) [𝑥(𝑡) +

𝐶(𝑡)

𝐵(𝑡)
]            (b3) 

proponemos el cambio de variables 

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) +
𝐶(𝑡)

𝐵(𝑡)
           (b4) 

reemplazando (b4) en (b3) se obtiene 
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)𝑦(𝑡) [𝑦(𝑡) −

𝐶(𝑡)

𝐵(𝑡)
] de donde 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)[𝑦(𝑡)]2 − 𝑄(𝑡)𝑦(𝑡).             

La ecuación corresponde a una ecuación diferencial ordinaria no lineal de tipo Bernoulli. 

Por tanto, 𝑥(𝑡) = −
𝐶(𝑡)

𝐵(𝑡)
+ 𝑢(𝑡)[∫ 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑘]−1 . 

Teorema 3. Si los coeficientes de la ecuación diferencial (b1) están asociadas mediante la 

siguiente expresión 𝐵(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
[

𝐶(𝑡)

𝐷(𝑡)
] entonces la solución general viene dada por  

(𝑥(𝑡))−1 = −
𝐶(𝑡)

𝐷(𝑡)
+ 𝑢(𝑡)[∫ 𝐵(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑘]−1  

siendo la función 𝑢(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝{∫ 𝐶(𝑡)𝑑𝑡} y 𝑘 ∈ ℝ. 

Demostración. Si los coeficientes satisfacen la condición, entonces la ecuación 

diferencial dada en (b1) se divide por (𝑥(𝑡)2 
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1

(𝑥(𝑡))2

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡) +

𝐶(𝑡)

𝑥(𝑡)
+

𝐷(𝑡)

(𝑥(𝑡))2    

haciendo cambio de variables 𝑔(𝑡) =
1

𝑥(𝑡)
 y 𝑔′(𝑡) = −

𝑥′(𝑡)

(𝑥(𝑡))2  reemplazando se obtiene 

            −
𝑑

𝑑𝑡
[𝑔(𝑡) +

𝐶(𝑡)

𝐷(𝑡)
] = 𝐷(𝑡)𝑔(𝑡) [𝑔(𝑡) +

𝐶(𝑡)

𝐷(𝑡)
]   

haciendo el cambio de variable 𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡) +
𝐶(𝑡)

𝐷(𝑡)
 y reemplazando se tiene 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝐷(𝑡)(𝑦(𝑡))

2
+ 𝐶(𝑡)𝑦(𝑡),        

la ecuación corresponde a una ecuación diferencial ordinaria no lineal de tipo Bernoulli. 

Por tanto, (𝑥(𝑡))−1 = −
𝐶(𝑡)

𝐷(𝑡)
+ 𝑢(𝑡)[∫ 𝐷(𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡 + 𝑘]−1 , siendo 𝑢(𝑡) =

𝑒𝑥𝑝{∫ 𝐶(𝑡)𝑑𝑡} y 𝑘  es constante arbitraria.  

Teorema 4. Si los coeficientes de la ecuación diferencial ordinaria no lineal dada en (b1) 

satisfacen la siguiente expresión 

−2√
𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
=

1

𝐵(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
[𝑙𝑛{∫ 𝐵(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡}]            (c1) 

siendo 𝑣(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝{∫ 𝐶(𝑡)𝑑𝑡}, entonces la solución general viene dada por 

𝑥(𝑡) = √
𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
[1 + (𝑘 − ∫ 𝐵(𝑡)√

𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
𝑑𝑡)

−1

] ,  

donde 𝑘 ∈ ℝ. 

Demostración. Si los coeficientes satisfacen la expresión (c1), entonces la ecuación 

diferencial dada en (b1) se puede escribir como 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡) (𝑥(𝑡) − √

𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
)

2

+ 𝐶(𝑡)𝑥(𝑡) + 2√
𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
𝐵(𝑡)𝑥(𝑡) ,          

haciendo cambio de variable 

       𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) − √
𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
   y 𝑥′(𝑡) = 𝑦′(𝑡) +

𝑑

𝑑𝑡
(√

𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
)  

reemplazando se obtiene 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑑

𝑑𝑡
(√

𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
) = 𝐵(𝑡)(𝑦(𝑡))

2
+ (𝐶(𝑡) + 2√

𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
𝐵(𝑡)) 𝑦(𝑡) + 2𝐷(𝑡) +  

+√
𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
𝐶(𝑡)           

al simplificar se obtiene 
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𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡)(𝑦(𝑡))

2
+ (𝐶(𝑡) + 2√

𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
𝐵(𝑡)) 𝑦(𝑡) .            

La ecuación diferencial no lineal es del tipo Bernoulli. Por tanto, la solución general de la 

ecuación diferencial es 

𝑥(𝑡) = √
𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
[1 + (𝑐 + ∫ √

𝐷(𝑡)

𝐵(𝑡)
 𝐵(𝑡)𝑑𝑡)

−1

] , 

con 𝑐 ∈ ℝ. 

Teorema 5. Si los coeficientes de la ecuación diferencial no lineal dada en (b1) satisface 

la siguiente expresión 

2√
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
=

1

𝐷(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
[𝑙𝑛{∫ 𝐷(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡}]         (d1) 

donde 𝑣(𝑡) = 𝑒𝑥𝑝{− ∫ 𝐶(𝑡)𝑑𝑡}, entonces la solución general viene dada por 

(𝑥(𝑡))−1 = √
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
 [1 + (∫ 𝐷(𝑡)√

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
𝑑𝑡 + 𝑘)

−1

]    

para 𝑘 ∈ ℝ. 

Demostración. De la ecuación (b1) dividir todo por (𝑥(𝑡))
2
 se tiene 

1

(𝑥(𝑡))
2

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵(𝑡) +

𝐶(𝑡)

𝑥(𝑡)
+

𝐷(𝑡)

(𝑥(𝑡))
2 , 

haciendo el cambio de variable, sea 𝑔(𝑡) =
1

𝑥(𝑡)
  y 

𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
= −

1

(𝑥(𝑡))
2

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 . Se tiene 

−
𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐷(𝑡) [𝑔(𝑡) + √

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
]

2

+ 𝐶(𝑡)𝑔(𝑡) + 2√
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
𝐷(𝑡)𝑔(𝑡).         

sea el cambio de variable 𝑦(𝑡) = 𝑔(𝑡) − √
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
  y 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
−

𝑑

𝑑𝑡
(√

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
) donde       

− [
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
+

𝑑

𝑑𝑡
(√

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
)] = 𝐷(𝑡)(𝑦(𝑡))

2
+ 𝐶(𝑡) (𝑦(𝑡) + √

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
) +  

+2√
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
𝐷(𝑡) [𝑦(𝑡) + √

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
]  

−
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
−

𝑑

𝑑𝑡
(√

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
) = 𝐷(𝑡)(𝑦(𝑡))

2
+ [𝐶(𝑡) + 2√

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
𝐷(𝑡)] 𝑦(𝑡) +  

+√
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
𝐶(𝑡) + 2𝐵(𝑡) .            
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De (d1), 

2√
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
=

1

𝐷(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
[𝑙𝑛{∫ 𝐷(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡}]  

=
1

𝐷(𝑡)
.

𝐷(𝑡)𝑣(𝑡)

∫ 𝐷(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡
  

2 ∫ 𝐷(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑉(𝑡)

√
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)

 , 

derivando en ambos miembros 

2𝐵(𝑡)𝑣(𝑡) = √
𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
𝑣′(𝑡) − 𝑣(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
(√

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
)         

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝐷(𝑡)(𝑦(𝑡))

2
− [𝐶(𝑡) + 2√

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
𝐷(𝑡)] 𝑦(𝑡)       

lo cual corresponde a una ecuación diferencial no lineal del tipo Bernoulli, donde la 

solución general es 

1

𝑥(𝑡)
= √

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
[1 + √

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
(∫ 𝐷(𝑡)√

𝐵(𝑡)

𝐷(𝑡)
𝑑𝑡 + 𝑘)

−1

]  

siendo 𝑘 ∈ ℝ. 

3.5 Nivel 5: deducción formal  

En esta etapa lo formal aumenta, aparece una secuencia finita de fórmulas articulados de 

manera lógica donde el último elemento de la secuencia es la conclusión del 

razonamiento. Nos enfocamos en determinar la solución algebraica de la ecuación 

diferencial ordinaria de Riccati. Partimos del hecho en que las soluciones son 

restringidas, ya que puede integrarse solamente para algunos pocos casos especiales. En 

consecuencia, estudiamos casos particulares, una forma singular de esta ecuación se 

puede escribir por 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (

𝑎

𝑡
) 𝑥 + (−

𝑏

𝑡
) 𝑥2 + 𝑐𝑡𝑝−1 .      

Es decir 

𝑡 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2 = 𝑐𝑡𝑝                  (1)  

siendo 𝑎, 𝑏, 𝑐 y 𝑝 constantes, al respecto formulamos el siguiente teorema. 

Teorema 6. La ecuación diferencial de Riccati (1) escrita por 𝑡
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥2 = 𝑐𝑡𝑝 es 

integrable cuando 𝑛 =
𝑝±2𝑎

2𝑝
 ∈ ℕ ∪ {0}. 
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Demostración. Se propone varios casos. 

Caso 1.  Si 𝑝 = 2𝑎, 𝑛 = 0, 𝑛 = 1, en este caso la ecuación (1) es siempre integrable 

considerando la transformación, 𝑥 = 𝑡𝑎𝑣, reemplazando en la ecuación (1) 

𝑎𝑡𝑎𝑣 + 𝑡𝑎+1 𝑑𝑣

𝑑𝑡
− 𝑎𝑡𝑎𝑣 + 𝑏𝑡2𝑎𝑣2 = 𝑐𝑡2𝑎  

que se reduce a 𝑡1−𝑎 𝑑𝑣

𝑑𝑡
+ 𝑏𝑣2 = 𝑐, esta ecuación diferencial es de variable separable, 

luego 
𝑑𝑣

𝑐−𝑏𝑣2 =
𝑑𝑡

𝑡1−𝑎 y su integral es 

−
1

𝑏
∫

𝑑𝑣

𝑣2−
𝑐

𝑏

= ∫ 𝑡𝑎−1𝑑𝑡 + 𝑘 . 

Si 𝑏𝑐 > 0 la integral es de la forma 

−
1

𝑏
∫

𝑑𝑣

(𝑣−√
𝑐

𝑏
)(𝑣+√

𝑐

𝑏
 )

=
𝑡𝑎

𝑎
+ 𝑘  

pero, 𝑥 = 𝑡𝑎𝑣, entonces  

𝑣(𝑡) = √
𝑐

𝑏
𝑡𝑎 [

𝑘1𝑒
2√𝑏𝑐

𝑎
𝑡𝑎

+1

𝑘1𝑒
2√𝑏𝑐

𝑎
𝑡𝑎

−1

] .  

Si 𝑏𝑐 < 0 se tiene −
𝑐

𝑏
> 0, en este caso la integral se escribe, 

−
1

𝑏
∫

𝑑𝑣

𝑣2+(√−
𝑐

𝑏
)

2 =
𝑡𝑎

𝑎
+ 𝑘  

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑣

√−
𝑐

𝑏

) = −
√−𝑏𝑐

𝑎
𝑡𝑎 − 𝑘√−𝑏𝑐 ,  

Aplicando la transformación dada 𝑥 = 𝑡𝑎𝑣, se tiene 

𝑥(𝑡) = √−
𝑐

𝑏
𝑡𝑎𝑡𝑎𝑛 (𝑘1 −

√−𝑏𝑐

𝑎
𝑡𝑎). 

Caso 2. La ecuación (1) es siempre integrable. Para ver esto, haremos varias 

sustituciones. Sea 𝑥 =
𝑡𝑝

𝑥1
+ 𝐵, entonces 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑥1𝑝𝑡𝑝−1−𝑡𝑝𝑑𝑥1
𝑑𝑡

𝑥1
2   

reemplazando en (1) 

𝑡 [
𝑥1𝑝𝑡𝑝−1−𝑡𝑝𝑑𝑥1

𝑑𝑡

𝑥1
2 ] − 𝑎 [

𝑡𝑝

𝑥1
+ 𝐵] + 𝐵 [

𝑡𝑝

𝑥1
+ 𝐵]

2

= 𝑐𝑡𝑝  

agrupando términos, 
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(−𝑎𝐵 + 𝑏𝐵2) + (𝑝 − 𝑎 + 2𝑏𝐵)
𝑡𝑝

𝑥1
+

𝑏𝑡2𝑝

𝑥1
2 −

𝑡𝑝+1

𝑥1
2

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑐𝑡𝑝 .           (2)  

De (2), escogemos 𝐵 de manera adecuada de modo que −𝑎𝐵 + 𝑏𝐵2 = 0 tenemos dos 

opciones 𝐵 = 0 o 𝐵 =
𝑎

𝑏
. 

Analizaremos cada una de estas opciones. (i) Si 𝐵 = 0, la sustitución de 𝑥 =
𝑡𝑝

𝑥1
 en (1) 

resulta 

𝑝−𝑎

𝑥1
+

𝑏𝑡𝑝

𝑥1
2 −

𝑡

𝑥1
2

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑐  

lo cual quiere decir 𝑡
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= −(𝑝 − 𝑎)𝑥1 + 𝑐𝑥1

2 = 𝑏𝑡𝑝  y se observa una ecuación 

idéntica a (1). 

(ii) Si 𝐵 =
𝑎

𝑏
, para  este caso la transformación 𝑥 =

𝑡𝑝

𝑥1
+

𝑎

𝑏
, ahora la ecuación diferencial 

(2) se reduce mucho a la ecuación (−
𝑎2

𝑏
+

𝑏𝑎2

𝑏2 ) + (𝑝 − 𝑏 +
2𝑎𝑏

𝑡
)

𝑡𝑝

𝑥1
+

𝑏𝑡2𝑝

𝑥1
2  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑐𝑡𝑝 la 

ecuación diferencial es 

𝑡
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
− (𝑎 + 𝑝)𝑥1 + 𝑐𝑥1

2 = 𝑏𝑡𝑏           (3)   

se obtiene una ecuación idéntica a (1), donde se observa que 𝑏 y 𝑐 han permutado, 

mientras que 𝑎 es sustituido por (𝑎 + 𝑝). Continuamos, haciendo 𝑥1 =
𝑎+𝑝

𝑐
+

𝑡𝑝

𝑥2
 con 

derivada 

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
=

𝑥2𝑝𝑡𝑝−1−𝑡𝑝𝑑𝑥2
𝑑𝑡

𝑥2
2  , 

sustituyendo en la ecuación (3), 

𝑡
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
− (𝑎 + 2𝑝)𝑥2 ∓ 𝑏𝑥2

2 = 𝑐𝑡𝑝 .              (4)  

Continuamos de la misma forma, sea 𝑥2 =
𝑎+2𝑝

𝑏
+

𝑡𝑝

𝑥3
 resulta 

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
=

𝑥3𝑝𝑡𝑝−1−𝑡𝑝𝑑𝑥2
𝑑𝑡

𝑥3
2   

reemplazando en la ecuación (4), se reduce a la ecuación diferencial 

𝑡
𝑑𝑥3

𝑑𝑡
− (𝑎 + 3𝑝)𝑥3 + 𝑐𝑥3

2 = 𝑏𝑡𝑝 . 

Continuamos de la misma forma, luego de hacer 𝑛 sustituciones como los anteriores, 

obtenemos las ecuaciones 
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𝑡
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
− (𝑎 + 𝑛𝑝)𝑥𝑛 + 𝑐𝑥𝑛

2 = 𝑏𝑡𝑝 , si 𝑛 es impar  

𝑡
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
− (𝑎 + 𝑛𝑝)𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛

2 = 𝑐𝑡𝑝 , 𝑛 si es par . . 

Este resultado significa que las ecuaciones son resolubles o integrables si 𝑝 = 2(𝑎 +

𝑛𝑝), en este caso para 𝑛 se podría hacer 𝑛 =
𝑝−2𝑎

2𝑝
. Por otro lado, si tomamos el caso I, 

cuando 𝐵 = 0 donde la sustitución 𝑥 =
𝑡𝑝

𝑥1
 generó la ecuación, 

𝑡
𝑑𝑥1

𝑑𝑡
− (𝑝 − 𝑎)𝑥1 + 𝑐𝑥1

2 = 𝑏𝑡𝑝            (5)  

Si continuamos con la sustitución 𝑥1 =
𝑝−𝑎

𝑐
+

𝑡𝑝

𝑥2
 reemplazando en la ecuación (5), 

𝑡 [
𝑥2𝑝𝑡𝑝−1−𝑡𝑝𝑑𝑥2

𝑑𝑡

𝑥2
2 ] − (𝑝 − 𝑎) [

𝑝−𝑎

𝑐
+

𝑡𝑝

𝑥2
] + 𝑐 [

𝑝−𝑎

𝑐
+

𝑡𝑝

𝑥2
]

2

= 𝑏𝑡𝑝  

de donde se deduce 

𝑡
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
− (3𝑝 − 𝑎)𝑥2 + 𝑏𝑥2

2 = 𝑐𝑡𝑝.           (6)  

Continuamos, haciendo 𝑥2 =
3𝑝−𝑎

𝑏
+

𝑡𝑝

𝑥3
 con derivada primera, reemplazando en la 

ecuación diferencial (6) se obtiene 

𝑡
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
− (4𝑝 − 𝑎)𝑥3 + 𝑐𝑥3

2 = 𝑏𝑡𝑝 . 

Si continuamos con la serie de sustituciones, implica que las ecuaciones obtenidas son 

integrables en cuanto 𝑝 = 2(𝑛𝑝 − 𝑎), es decir cuando 𝑛 =
𝑝+2𝑎

2𝑝
, lo cual demuestra el 

teorema. 

Corolario. Dada la ecuación diferencial de Riccati  

𝑑𝑢

𝑑𝑧
+ 𝑎𝑢2 = 𝑏𝑧𝑟             (c1)  

es integrable si 𝑟 = −
4𝑚

2𝑚±1
 con 𝑚 ∈ ℕ ∪ {0}. 

Demostración. Cambiamos la variable 𝑧 y 𝑢 por las variables 𝑡, 𝑥 = 𝑢𝑡 las cuales 

resultan 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑢 de donde 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝑡−1 𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑡−1𝑢              (c2)  

reemplazando (c2) en (c1) obtenemos 𝑡−1 𝑑𝑥

𝑑𝑡
− (

𝑥

𝑡
) 𝑡−1 + 𝑎 (

𝑥

𝑡
)

2

= 𝑏𝑡𝑟,  𝑢 =
𝑥

𝑡
  y la 

ecuación resulta 𝑡
𝑑𝑥

𝑑𝑡
− 𝑥 + 𝑎𝑥2 = 𝑏𝑡𝑟+2 , según el teorema inicial sabemos que esta 
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ecuación diferencial es integrable cuando 
(𝑟+2)±2

2(𝑟+2)
= 𝑚 ∈ ℕ ∪ {0} de donde se tiene 

(𝑟 + 2) ± 2 = 2𝑟𝑚 + 4𝑚 el resultado es 𝑚 =
(4𝑚−2)±2

1−2𝑚
 . Es decir, hay dos opciones, 

𝑚 =
−4(𝑚−1)

2𝑚−1
  y  𝑚 =

−4𝑚

2𝑚−1
. Por tanto, si cambiamos en la primera igualdad 𝑚 por 𝑚 +

1, resulta 𝑟 = −
4𝑚

2𝑚+1
, esto completa la prueba del corolario. 

IV. DISCUSIÓN 

Un nivel formal de rigor es trabajar en un contexto axiomático y epistemológico. 

Analizaremos la ecuación de Riccati de la forma 𝑥′ + 𝑥2 = 𝑃(𝑡) siendo 𝑃(𝑡) una función 

algebraica, es decir 𝑃(𝑡) satisface la relación polinomial siguiente y cumple la relación 

polinomial de la forma 

𝑎0(𝑡)𝑢𝑛 + 𝑎1(𝑡)𝑢𝑛−1 + 𝑎2(𝑡)𝑢𝑛−2 + ⋯ + 𝑎𝑛(𝑡) = 0,  𝑛 > 0 

donde 𝑎𝑘(𝑡) son polinomios en 𝑡, con coeficientes en ℂ y con 𝑎0(𝑡) ≠ 0. 

La variable 𝑡 se llamará monomial completa de orden 0. Toda función algebraica de 

𝑡 se llamará función de orden 0. Una función analítica uniforme que es la exponencial de una 

función algebraica o es la integral de una función algebraica, se llamará monomial completa 

de orden 1. Una combinación algebraica de 𝑡 y de monomiales de orden 1 se denominará una 

función de orden 1. La exponencial o la integral de una función de orden 1 se llamará 

monomial de orden 2. Combinación algebraica de monomiales de orden 0, 1, 2 se denomina 

una función de orden 2. Continuando con este proceso obtenemos las funciones de orden 𝑟. 

Una función de orden 𝑟 > 0, se llamará función de Liouville. 

Teorema 7. Si la ecuación diferencial de Riccati  

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝑥2 = 𝑃(𝑡)                           (l) 

donde 𝑃(𝑡) es una función algebraica, tiene una solución la cual es una función de Liouville, 

entonces ella tiene una solución la cual es un función algebraica, [6]. 

Demostración. Si 𝑃(𝑡) ≡ 0, entonces 𝑥 = 𝑡−1 es una solución la cual es una función 

algebraica. Supongamos que 𝑃(𝑡) ≠ 0 y que la ecuación tiene una solución, a cual es una 

función de Liouville que no es una función algebraica, lo cual quiere decir que la ecuación 

es satisfecha por una función de orden 𝑟 ≥ 1. Denotemos por 𝑥 = 𝑓(𝜃, 𝑡) tal solución, donde 

𝜃 expresa un r-monomial. Sustituyendo en la ecuación (l) se obtiene, 
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𝑓𝜃𝜃′ + 𝑓𝑡 + 𝑓2 = 𝑃                   (l1) 

si 𝜃 es un monomial de la forma 𝑒𝑣, entonces la ecuación (l1) es de la forma 

𝑓𝜃𝜃𝑣′ + 𝑓𝑡 + 𝑓2 = 𝑃                   (l2) 

si 𝜃 es la integral de una función de , la ecuación (l2) tomaría la forma 

𝑓𝜃𝑣 + 𝑓𝑡 + 𝑓2 = 𝑃 .                  (l3) 

Considerando que la expresión para 𝑓(𝜃, 𝑡) es 

𝑓(𝜃, 𝑡) = 𝑐1(𝑡)𝜃𝑃1 + 𝑐2(𝑡)𝜃𝑃2 + 𝑐3(𝑡)𝜃𝑃3 + ⋯ 

con 𝑃1 > 𝑃2 > 𝑃3 > ⋯, donde los 𝑐𝑘(𝑡) son algebraicos. Reemplazando la expresión para 

𝑓(𝜃, 𝑥) en (l2), 

[(𝑐′1 + 𝑃1𝑐1𝑣′)𝜃𝑃1 + (𝑐′2 + 𝑃2𝑐2𝑣′) + ⋯ ] + [𝑐1
2𝜃2𝑃1 + 𝑐2

2𝜃2𝑃2 + ⋯ ] = 𝑃  

si reemplazamos en la ecuación (l3) se tiene 

[𝑐′1𝜃𝑃1 + 𝑐′2𝜃𝑃2 + ⋯ ] + [𝑐1
2𝜃2𝑃1 + 𝑐2

2𝜃2𝑃2 + ⋯ ] = 𝑃, 

pero, 𝑃(𝑡) es algebraica y como esa igualdad es una identidad, concluimos que 𝑃1 = 0, de 

manera que obtenemos en ambas identidades, la ecuación 𝑐′1 + 𝑐1
2 = 𝑃 de manera que 𝑐1(𝑡) 

es una solución de la ecuación (l). Lo cual es una contradicción. Por otro lado, cuando 𝑃(𝑡) =

𝑡𝑟, tenemos la ecuación 

𝑥′ + 𝑥2 = 𝑡𝑟.      (l4) 

Asumamos que 𝑟 ≠ −2 y pongamos 𝑥 =
𝑤′

𝑤
, entonces la ecuación (l4) se transforma 

en 

𝑤𝑤′′−(𝑤′)
2

+(𝑤′)2

𝑤2 = 𝑡𝑟  

de donde queda 

𝑤′ = 𝑤𝑡𝑟 ,                 (l5)  

Sea 𝑟 = 2𝑞 − 2, con 𝑞 ≠ 0. Definimos entonces 𝑧 =
𝑡𝑞

𝑞
, con esto, la ecuación (l5) se 

transforma en 
𝑑2𝑤

𝑑𝑧2 +
𝑞−1

𝑞𝑧
.

𝑑𝑤

𝑑𝑧
− 𝑤 = 0, poniendo ahora 𝑝 =

1−𝑞

2𝑞
 y 𝑤 = 𝑧𝑞𝑢, entonces 

𝑑2𝑢

𝑑𝑧2 = (1 +
𝑝(𝑝+1)

𝑧2 ) 𝑢 .                   (l6)  

Por último, haciendo 𝑣 =
𝑢′

𝑢
 se obtiene 

𝑑𝑣

𝑑𝑧
+ 𝑣2 = 1 +

𝑝(𝑝+1)

𝑧2                     (l7) 

Teorema 8. Existe una solución algebraica para la ecuación (l6) o (l7) si solamente si 𝑝 ∈ ℤ. 
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Demostración. Primero demostraremos que toda solución algebraica de (l7) es una función 

racional. Una función algebraica de z la cual no es racional debe tener al menos dos puntos 

críticos, es decir para al menos dos valores de z la función debe tener puntos de ramificación. 

En un punto de ramificación una función presenta una expansión con potencias fraccionarias. 

Entonces, llegamos a las siguientes afirmaciones: 

Afirmación 1.  Ninguna solución algebraica de (l7) puede tener un punto de ramificación en 

∞, ni un punto finito 𝑐 ≠ 0. 

Asumamos, sea 𝑓 esta solución y supongamos que 𝑓 tiene un punto de ramificación en ∞. 

La expansión de 𝑓 en ∞ es dada entonces por 

𝑓 = 𝑎1𝑧𝑃1 + 𝑎2𝑧𝑃2 + 𝑎3𝑧𝑃3 + ⋯  

𝑃1 > 𝑃2 > 𝑃3 > ⋯, 𝑎1 ≠ 0, 

reemplazando en la igualdad (l7), vemos que 𝑃1 debe ser igual a 0. 

Sea entonces 𝑃1 la más alta potencia fraccionaria, entonces en las igualdades (l7), 

encontramos que la más alta potencia fraccionaria  para 𝑓2 se encuentra en el término 

2𝑎1𝑎𝑖𝑃𝑖, el cual no puede ser cancelado por ningún término de 𝑓′, cuya más alta potencia 

sucede en el término 𝑃𝑖𝑎𝑖𝑧𝑃𝑖−1. Así que 𝑃𝑖 no puede ser una fracción y en consecuencia ∞ 

no es un punto de ramificación. 

Supongamos ahora que 𝑓 tiene en 𝑐 ≠ 0 finito la siguiente expresión 

𝑓 = 𝑎1(𝑧 − 𝑐)𝑃1 + 𝑎2(𝑧 − 𝑐)𝑃2 + 𝑎3(𝑧 − 𝑐)𝑃3 + ⋯ 

y que 𝑃1 es una fracción. El primer término de 𝑓′ es 𝑃1𝑎1(𝑧 − 𝑐)𝑃1−1 y tiene exponente 

fraccionario. El segundo miembro de (l7) es una función racional, lo cual implica que deben 

haber términos en 𝑓2 que equilibren los términos de 𝑓′. Luego, para algún 𝑖, 𝑗 debemos tener 

𝑃1 − 1 = 𝑃𝑖 + 𝑃𝑗  

pero, 𝑃𝑖 + 𝑃𝑗 > 2𝑃1 de manera que 2𝑃1 ≤ 𝑃1 − 1, esto es que 𝑃1 ≤ −1. 

Ahora 𝑃1 no puede ser menor que -1, de otro modo el primer término de 𝑓2 es 

𝑎1
2(𝑧 − 𝑐)2𝑃1 no podría ser igualado por ningún término de 𝑓′ o el segundo miembro de (l7). 

Por tanto, 𝑃1 es entero. Supongamos ahora que algún 𝑃𝑖 con 𝑖 > 1 es fraccionario y es el 

menor fraccionario. Los menores exponentes fraccionarios de 𝑓 y 𝑓2  los encontramos en, 

𝑃𝑖𝑎(𝑧 − 𝑐)𝑃𝑖−1 y 2𝑎1𝑎𝑖(𝑧 − 𝑐)𝑃1+𝑃𝑖, 

como estos términos deben igualarse, debemos tener 𝑃1 + 𝑃𝑖 = 𝑃𝑖 − 1; 2𝑎1𝑎𝑖 = 𝑃𝑖𝑎𝑖  de 

donde obtenemos que 𝑃𝑖 = −2𝑎1 y 𝑃1 = −1. 
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Los términos de menor potencia de 𝑓′ y 𝑓2 son 𝑎1(𝑧 − 𝑐)−2 y 𝑎1
2(𝑧 − 𝑐)−2. En el 

segundo miembro de (l7), la expansión entorno de 𝑧 = 𝑐 no tiene potencias negativas, pues 

𝑐 ≠ 0, en consecuencia debe tener −𝑎1 + 𝑎1
2 = 0. De manera que 𝑎1 = 0, 𝑃𝑖 = −2  y luego 

𝑃𝑖 no es fracción. Entonces una solución algebraica irracional de (l7) tendría solamente un 

punto crítico en 𝑧 = 0. Por tanto, toda solución algebraica de (l7) es racional. 

Afirmación 2. Si (l7) tiene una solución racional, entonces 𝑝 ∈ ℤ. Sea 𝑓(𝑧) =
𝑃(𝑧)

𝑄(𝑧)
 una 

solución, donde 𝑃(𝑧) y 𝑄(𝑧) son polinomios sin ceros comunes. Como 𝑓 satisface (l7), 

entonces 𝑓 no tiene polos en ∞ y los polos finitos de 𝑓 son todas simples. Es cierto que 𝑧 =

0 es un polo simple de 𝑓, y si hubiera un polo 𝑐 ≠ 0, el término  
1

𝑧−𝑐
 tendría la unidad como 

coeficiente. 

Sea 𝑓(∞) = ℎ y 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, … , 𝑐𝑟 son los ceros de 𝑄(𝑧); de (l7), observamos que ℎ ≠

0. Luego  

𝑓 = ℎ +
𝑘

𝑧
+

1

𝑧−𝑐1
+

1

𝑧−𝑐2
+ ⋯ +

1

𝑧−𝑐𝑟
 , 

reemplazando en (l7), se obtiene 𝑘2 − 𝑘 = 𝑝(𝑝 + 1).  

Luego, 𝑘 = 𝑝 + 1 o 𝑘 = −𝑝. Por otro lado, el desarrollo de 𝑓 entorno de ∞ es 

𝑓 = ℎ +
𝑘+𝑟

𝑧
+ ⋯  

Ahora, el término 
2ℎ(𝑘+𝑟)

𝑧
 aparece en 𝑓2 y este no podrá ser cancelado por 𝑓′ o el segundo 

miembro de (l7), entonces 𝑘 + 𝑟 = 0 y luego 𝑘 es un entero. Por tanto, 𝑝 es un entero.  

Afirmación 3. Si 𝑝 ∈ ℤ, entonces (l7) tiene una solución racional.  

Si 𝑝 = 0 o 𝑝 = −1, entonces 𝑓 = ±1 satisface la ecuación (l7). 

Si 𝑝 < −1, haciendo 𝑝′ = −𝑝 − 1 > 0, obtenemos 𝑝(𝑝 + 1) = 𝑝′(𝑝′ + 1) en 

consecuencia, podemos asumir que 𝑝 > 0. 

Consideremos la ecuación (l6), esto es 

𝑤′′ = (1 +
𝑝(𝑝+1)

𝑧2 ) 𝑤  

haciendo 𝑤 = 𝑒𝑧𝑧−𝑝𝑢, se obtiene 

𝑢′′ + 2 (1 −
𝑝

2
) 𝑢′ − 2𝑝.

𝑢

𝑧
= 0  

determinamos la serie de potencia 𝑢 = 𝑎𝑜 + 𝑎1𝑧 + 𝑎2𝑧2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑧𝑚 + ⋯ , que satisface 

la ecuación anterior. Reemplazamos 𝑢 en dicha ecuación obtenemos 
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−2𝑝𝑎1 − 2𝑝𝑎0 = 0 

𝑎2(2 − 4𝑝) + 𝑎1(2 − 2𝑝) = 0 

… 

𝑎𝑚[𝑚(𝑚 − 1) − 2𝑚𝑝] + 𝑎𝑚−1[2𝑚 − 2 − 2𝑝] = 0 

esas expresiones dan 𝑎𝑚 en función de 𝑎𝑚−1 salvo que cuando 𝑚 − 1 = 2𝑝, pero cuando 𝑚 

es 𝑝 + 1, el cual es menor que 2𝑝 + 1, encontramos 𝑎𝑚 = 0. Si tomamos 𝑎𝑚 = 0 para 𝑚 >

𝑝 + 1, se obtiene un polinomio 𝑢 el cual satisface nuestra ecuación, de esta forma 
𝑤′

𝑤
 es 

racional y por tanto 
𝑤′

𝑤
 satisface (l7), ya que (l6) se obtiene de (l7) haciendo 𝑣 =

𝑤′

𝑤
. 

V. CONCLUSIONES 

En el ámbito investigativo los docentes buscan abordar un problema desde diferentes ópticas. 

Hay problemas latentes en cuanto a la integración del contenido de una asignatura, tal como 

propone [20] de manera crítica y razonada, explorar y expandir nuevas formas de resolver 

problemas. 

Al tratar de resolver un problema con algoritmos que funcionen para un mayor 

número de caso, proporciona una herramienta importante para la comprensión del 

comportamiento del proceso de solución, su atención es mayor por su aplicabilidad y, el 

enorme interés que despierta en el estudio de las ecuaciones no lineales en diversos campos 

de la ciencia. 

Hay que advertir que la mayoría de los problemas de ecuaciones diferenciales, como 

señala [15], se centra en la creación e interpretación de sistemas; los estudiantes centran su 

atención en representación de campos direccionales, representación gráfica en la solución de 

los problemas; pero muy poco refuerzan la idea de enseñar hacer generalizaciones.  

Ocuparse de la ecuación de Riccati, abre varios escenarios a investigar, en el sentido 

de introducir teorías necesarias que ayuden a determinar nuevos métodos de solución, sobre 

todo dando un enfoque moderno y continuo con ayuda de otras áreas como: el álgebra y el 

análisis armónico. El estudio de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales es de 

importancia en las ciencias e ingenierías; por lo tanto, es necesario buscar nuevas 

transformaciones no convencionales que linealice esta ecuación. Los resultados de esta 

investigación, busca plantear una alternativa de trabajo que se puedan implementar para la 
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enseñanza de la ecuación diferencial de Riccati y su generalización con perspectiva didáctica, 

como señala [17], detrás de todo exploración, descripción, explicación, interpretación o 

comprensión de cualquier realidad, es posible encontrar una serie de elementos 

epistemológicos que interactúan dando un soporte sistémico a la solución de un problema. 

Las disciplinas de ecuaciones diferenciales en las áreas de ciencias e ingenierías deben ser 

bien explicadas en su enseñanza y más aplicada en lo posible, dando oportunidad al 

estudiante a participar en la construcción de su conocimiento a través de niveles de la 

elaboración del modelado matemático y la propuesta del modelo de los Van Hiele que es 

viable. 
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