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RESUMEN

Las ordenes admisibles en nimeros difusos son drdenes totales que refinan un orden
parcial basico y bien conocido en nimeros difusos. En este trabajo, definimos un orden
admisible en nimeros difusos triangulares (i.e. TFN) y estudiamos algunas propiedades
fundamentales con su aritmética y su relacién con este orden admisible. También se
propone una nueva estructura generalizada de los espacios vectoriales ordenados y, en
particular, se considera el caso de los TFN. Ademas, también introducimos los conceptos
de funciones de premediacién en TFN, con énfasis en las funciones de promedio
ponderado ordenadas en TFN equipados con un orden admisible. Finalmente, se plantea
el problema de la unién de vértices centrales con un ejemplo ilustrativo donde se utiliza
el concepto anterior.

Palabras clave. nimeros difusos triangulares, drdenes sobre nimeros difusos, 6rdenes
admisibles



ABSTRACT

Allowable orders in fuzzy numbers are total orders that refine a basic and well-known
partial order into fuzzy numbers. In this paper, we define an admissible order in triangular
fuzzy numbers (i.e. TFN) and study some fundamental properties with their arithmetic
and their relation to this admissible order. A new generalized structure of ordered vector
spaces is also proposed, and in particular the case of TFNs is considered. In addition, we
also introduce the concepts of averaging functions in TFN, with emphasis on weighted
average functions ordered in TFN equipped with an allowable order. Finally, the problem
of the union of central vertices is posed with an illustrative example where the previous
concept is used.

Keywords.Triangular fuzzy numbers, orders on fuzzy numbers, permissible orders



. INTRODUCCION

ZADEH en [1] propuso el concepto de conjuntos fuzzy para formalizar y modelar las
ambigledades e imprecisiones del lenguaje como la temperatura, la edad y la velocidad.
Una clase de nimeros fuzzy, se introdujeron en [1] para modelar una cantidad que es
imprecisa, en lugar de exacta, como lo es en todas las matematicas tradicionales. Esta
estructura ha sido estudiada en innumerables trabajos, y se ha dedicado a: operaciones
aritméticas y otras nociones relacionadas con los nimeros difusos y sus propiedades (ver
[2], [3], [4]). Ademas, hay varias propuestas de érdenes parciales (totales y no totales)
para nimeros difusos o una subclase de los nimeros difusos como por ejemplo en [5],
[6], [7], [8]. Mas recientemente, Zumelzu et al. en [9], a la luz de la nocion de 6rdenes
admisibles en el contexto de las extensiones de la teoria de conjuntos fuzzy como en [10],
[11], [12], [13], propusieron la nocion de érdenes admisibles para nimeros fuzzy como
ordenes totales que refina el orden de Ramik y Raminek en [14]. En [17] se desarrollan
diferentes conceptos cruciales en espacios vectoriales, como dependencia lineal,
independencia lineal, entre otros, definiendo también el concepto de vector en términos
de espacios vectoriales sin formalizar este Gltimo, por lo que en [18] se presenta de forma
axiomatica la definicién formal de espacio vectorial. Hay varias extensiones de espacios
vectoriales en logica fuzzy llamadas espacios vectoriales fuzzy [19], [20], [21]. En cuanto
a sus aplicaciones podemos encontrar, por ejemplo, la aplicacién a la disonancia cognitiva
y la toma de decisiones, el modelado del espacio vectorial difuso del tiempo (i.e. TFVS)
de la emocion en la decision de compra, la aplicacion a la adiccion al juego, el modelado
del tiempo en las decisiones médicas [19], [20]. En cuanto a algunas generalizaciones de
espacios vectoriales ordenados [22] podemos encontrar la de espacios semivectoriales
ordenados sobre un semicampo débil [23], conjuntos fuzzy n-dimensionales sobre un
conjunto no vacio, entre otros [23], [24], [25], [26], [27]. Las funciones de agregacion
desempefian un papel importante en varias areas, incluida la l6gica fuzzy, la toma de
decisiones, los sistemas expertos, el analisis de riesgos y el procesamiento de imagenes.
Entre algunas de las clases a definir podemos encontrar, por ejemplo, la preagregacion,
variantes de la integral de Choquet y funciones OWA [34].

En este trabajo, iniciamos la construccion de una geometria fuzzy . El espacio estudiado
aqui es el dado por el producto cartesiano de numeros triangulares fuzzy denotados por
T(R)", considerando como un conjunto de escalares el cuerpo de nimeros fuzzy crisp
denotados por R. Demostramos que este conjunto cumple propiedades como
asociatividad, conmutatividad, aditivo neutro tanto por la suma de elementos de T(R)"
como por el producto de escalares con elementos de T(R)" . Introducimos el concepto de
funcion de tipo promedio creciente probando propiedades en los nimeros triangulares
fuzzy mediante el estudio de las propiedades aritméticas.



Il. ESTRATEGIA METODOLOGICA

Durante el desarrollo del trabajo se realiz6 la revision de bibliografia especializada. Al
tener recopilado toda la informacion en primer lugar nos enfocamos en los conceptos y
propiedades sobre numeros fuzzy ,funciones de agregacién y estructura tipo espacio
vectoriales ordenados. Posteriormente, nos enfocamos en la aplicacion de los conceptos
y propiedades.

El tipo de investigacion es no experimental, ya que nos centramos en definir nuevos
conceptos sobre nimeros fuzzy y a partir de ellos establecer propiedades y estructuras
que tienen significado geométrico.

El estudio de la investigacion es de caracter cientifico-tedrico y el método usado es del
tipo inductivo-deductivo tratando de ser lo mas exhaustivo en la aplicacion de los
conceptos y propiedades.



1. RESULTADOS

1. PRELIMINARES

En esta seccién, proporcionamos el contexto de los numeros fuzzy y los principales
conceptos y resultados que son necesarios en el resto de este trabajo. Sea R® = R x R
x IR, con R el conjunto de los nimeros reales, Q y I denotan el conjunto de nimeros
racionales e irracionales, respectivamente. La notacién, <o > representa el orden habitual
de R, y [a, b], ]a, b], [a, b[ y ]a, b[ los intervalos de R cerrado, cerrado a la derecha,
abierto a la derecha, y abiertos, respectivamente.

Definicion 1.1. [4] Un conjunto fuzzy A sobre un conjunto no vacio de referencia X es
una funcion A : X — [0, 1].

Definicion 1.2. [4] Un conjunto fuzzy A sobre R es llamado nimero fuzzy si satisface las
siguientes condiciones.

(i) Aesnormal, i.e., supA(x) = 1;
x€R

(i) A/a= {x € R: A(x) > a} es un intervalo cerrado para cada a € ]0, 1];

(iii) supp A = {x € R : A(x) > 0} esta acotado, donde A/a es el a-nivel (0 a-corte) de A
y supp A es el soporte de A.

Por lo tanto, el a-nivel de un nimero fuzzy A es un intervalo cerrado, y denotaremos su
extremo izquierdo y extremo derecho por A/a y A/a, respectivamente, es decir A/a =
[AJa, A/a].

Un numero fuzzy A es un nimero fuzzy crisp 0 en resumen crisp si es que existe r € R
tal que A(r) = 1y A(x) = 0 para cada x # r. En este caso denotaremos A por . Finalmente,

F(R) denotara el conjunto de todos los niimeros fuzzy y R, Q@ y T denotara el conjunto
para todos los nimeros fuzzy crispconr € R, re Qyr € |, respectivamente.

Proposicion 1.1. [2] Sea 4, B € F(R) entonces los conjuntos fuzzy A+B, A-B, AB y
A~ B definido para cada x € R por:

1) (A+ B)(x) = sup min{A(y), B(2)}

x=y+z
2) (A—B)(x) = xszl;g min{A(y), B(z)}
3) (A.B)(x) = sup min{A(y), B(2)}
xX=yz

4) (A+B)(x) = sug min{A(y),B(z)}, con 0 € suppB

x==
z
Es un namero fuzzy.

Definicion 1.3. [4] Un numero fuzzy A, se llama numero triangular fuzzy, en forma
abreviada TFN, si existe (a, b, c) e R¥®talquea<b<cy



(1 si x=0»
0 ﬁ si x €]a,b[
Alx) = _
| % si x €]b, c[
k 0 otros casos

En este trabajo, representamos los ntimeros triangulares fuzzy por la terna (a, b, ¢) € R®
tal que a <b < c y denotan el conjunto de todos los nimeros triangulares fuzzy por T(R),
definido por T(R) = {A € F(R) : A es un numero triangular fuzzy}.

Proposicion 1.2. [2] Si A = (a1, b1, ¢1) y B = (a2, bz, ¢2) son elementos en T(R) y # € R.
Entonces

DA+B=(aw+az by + by 01+ C2); 2) A~ B=(a1—Cz, b1~ by, ¢ - 82);
.. _((ray,rby,rcy), if r=0
3)rA_{(ra1,rb1,rc1), if <0 son TFN.

Tenga en cuenta que —1A4 =(—a,, —b; ,—c; ) pero, para mayor simplicidad, nosotros
denotamos —1A4 por —A. Ademas, el producto #4 se llamara producto de los TFN A por
el escalar 7.

Corolario 1.1. Sea # y § en R. entonces:

)7+5§=r+s; 2)7§=17.s sonelementos de R.

Luego, T(R) y R son cerrados para la adiccion, sustraccion y producto escalar o
multiplicacion.

Corolario 1.2. Sea A un nimero fuzzy. EntoncesA + A + --.+A = 7lA

n—times

Observacion 1.1. El producto y la division, i.e., A-B y A+B, de numeros triangulares
fuzzy son TFN’s si y solo si A o B son numeros fuzzy crisp (Para 0 € suppB en el caso
de la division).

Observacion 1.2. La adicion y el producto escalar en TFN son conmutativos, asociativo,
sub-distributivo, y poseen identidades de producto aditivas y escalares (ver [4, pg. 104]).
Tengaen

cuenta también que R con las operaciones de suma y multiplicacion es isomorfo al
cuerpo de los nimeros reales y por lo tanto también son un campo.En [14] se introdujo
un orden parcial en los nimeros fuzzy, denotado aqui como <gg, definido para cada A,
B € F(R) de la siguiente manera: A <zz B & A/a < B/a y A/a < B/a para cada a
€ (0, 1]. Su restriccidn al conjunto de

numeros triangulares fuzzy es equivalente al siguiente orden parcial.

Definicion 1.4. Sea A = (a1, bi, ¢1) y B = (a2, b2, ¢2) sean dos TFN’s. Definimos la
relacion <;por A <; B si ysolo si a1 <azy b1 <bzy c1 < co. Denotamos A <; B cuando
A#ByA <;B.

La Definicion 1.4 generaliza el orden habitual de los nimeros reales, en el sentido de que
ambos concuerdan cuando se restringen a R.

2. ORDEN ADMISIBLE EN TFN
En esta seccion, adaptamos la definicion de ordenes admisibles sobre numeros fuzzy
introducida en [9] en el contexto de TFN’s. En particular, nos centramos en un orden



admisible especifico sobre T(R) y estudiar las propiedades que dichos érdenes lineales
verifican en relacion con las operaciones de suma, resta y producto escalar.

Definicion 2.1. Sea < unaordenen TFN’s. El orden < se llama orden admisible en T(R)
Si:

(i) < esun orden lineal en T(R); (ii) Paratodo A, Ben T(R), A < B cuando A <; B.

Por lo tanto, un orden < en T(RR) es admisible en T(R) si es lineal y refina el orden parcial
<. Definicion 2.2. Sea A = (as, bz, c1) y B = (a2, b2, ¢2) son dos TFN’s. Definimos <,r
por:

b; < b, 0
A <or Bsiysolosi {by =b, , ¢;<c, 0
bl = bz B C]_ = C2 y a’l S az

Denotamos A <, B cuando A <,r By A #B.

Proposicion 2.1. La relacion <, es un orden admisible en T(R).

Prueba. Sea A = (ai, by, ¢1), B = (a2, bz, ¢2), C = (a3, bs, ¢3) € T(R).

1. Reflexiva: Se cumple a partir de la Definicion 2.2.

2. Antisimétrica: Sea A<,7B y B <,rA. Si b1 # bz entonces A<,7B 0 B <,A pero no
ambas a la vez. Si b1= b2 y c1 # c2 entonces A<,rB 0 B <,7A pero no ambas. Si bi= b,
y C1=C2 Y a1 #az entonces A<,rB 0 B <,7A pero no ambas. Por lo tanto aij=a; y
bi=b, y c1=c,.

3. Transitiva: Si A <,r By B <,r C entonces:

)by <b,0(by=b, yci<cy)o0(by=b, yci1=c¢c Y a1 < ay),
2) by <bzo(b, =b3 Yy c;<c3)0(b;=bsyc;=c3Y a; < a).
Esta prueba consta de seis casos.
Caso 1: Sea b; < b, entonces b; < b3 y por lo tanto (ay, b1, ¢;) <or (as, bs, c3).

Caso 2: Sea by = b, y b, < by entonces b; < c3, y por lo tanto (a4, by,¢1) <or=
(as, b3, c3). Caso 3: Sea by = b,, ¢; < ¢ Y b, = bz entonces b; = b; y ¢; < c3. Por lo
tanto (a4, b1, c1) <or (az, by, c3).

Caso4:Sea by =b,Yycy=cYby, =bsyc,<czentoncesa; < as, by =b3ycy <
C3.

CaSO 5: Sea b1 = b2, C1 = Cy, q < a,, b2 = b3 y Cy, =C3 entonces bl = b3, C1 =C3 y
a; < as. Asique (a4, b1, ¢1) <or (ag, by, c3).

Ca.SO 6 Sea bl = bz, C1 = Cz, al = az, bz == b3, CZ = C3 y az < a3 entonces bl = b3,
c1=¢3 Y a;<az. Asi que (aq,by,c1) <or (az by c3). Por lo tanto
(a1, b1,¢1) <or (as, bs, c3).

4. Orden Total: Sea (a4, by, c1) # (ay, by, c3). Entonces a; # a, 0 by # b, 0 ¢1 # C,.
Por lo tanto, por Definicion 2.2 y la ley de la tricotomia de los nimeros reales se cumple

que: (aq, by, ¢1) <or (az, by, ¢3) 0 (az, by, ¢3) <pr (aq, by, c1).
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5. Refinamiento: Sea (a4, b1, ¢1) <, (ay, by, c;). Si A = B entonces, dado que <,r €S
reflexivo, tenemos que (aq,by,c1) <or (az bz, cy). Si (aq,by,c1) <p (ay, by, cy)
entonces, por Definicion 1.4, tenemos a; < a, Y by < b, yci <c, ¥ (a; # a, or by #
b, or c¢; # c,). Por lo tanto, si b; # b, entonces b; < b,, pero, Si by = b, y ¢; # ¢,
entonces by = b, y ¢; < c¢,. Por altimo, si by = b, Y ¢; = ¢, Y a4 # a, entonces b, =
b, yc; = c,ya; < a,.De este modo, en cualquiera de las tres situaciones, A <,r B.
Definicion 2.3. Sea A € T(R). Entonces,

1) A es OT-positiva si A >, 0.

2) A es OT-negativa si A <,r 0.

En T(R) los elementos de la forma (—a,0,a) con a < 0 nosotros los llamamos 0-
isosceles triangulares fuzzy TFN’s se denotara por T(R),. En particular, 0 = (0,0, 0)
pertenece a T (R),.

Proposicion 2.2. Si A € T(R) entonces una Yy solo una de las siguientes afirmaciones es
verdadera: 1) A es OT-positiva; 2) A es OT-negativa; 3) A = 0.

Prueba. Directamente, porque <, es un orden lineal en TFN.

Proposicion 2.3. Sea (a, b, ¢) un TEN. Entonces, (a, b, ¢) es OT-positiva si y solo si b >
00 (0 =b < c). Del mismo modo, (a, b, c) es OT-negativasiysolosib <0o0a < b =
c=0.

Prueba. Inmediata a partir de las Definiciones 2.2 'y 2.3.

Corolario 2.1. Sea A € T(R). Si A es OT-negativa entonces —A es OT-positiva.
Observamos que, en general, lo contrario no es cierto.

Ejemplo 2.1. Sea (—1,0,1) es OT-positiva. Tenga en cuenta que —(—1,0,1) =
(—1,0, 1) también es OT-positiva.

Corolario 2.2. Sea A € T(R),. Si A4 # 0 entonces —A es OT-positiva.
Proposicion 2.4. Si A € T(R) entonces A — A € T(R),.
Prueba. Inmediata (veéase Observacion 1.2.)

Corolario 2.3. Sea A un TFN. Entonces A — A >,r 0. Se tiene, A — A = 0 si y solo si
A€R.

Proposicion 2.5. Sea 4, B dos T(R). Entonces, A <,y Bsiysolosi B — A >,; 0.

Prueba. Sea (aq, by, c1), (az, by c;) € T(R) de tal manera que
(a1, b1,¢1) <or (ayz, by, c;). Si by < b, entonces 0 < b, — b;.Siby =b,ya; <c; <
c, entonces 0 <c,— a;. Si by =b, , c;=c, Y a; <a, entonces c, —a; = 0.
Obsérvese que si ¢, —a, = 0 entonces a, = b, = ¢; = a, = b, = ¢,. Por lo tanto, si
A <,r B entonces B — A >,7 0. No es dificil ver que la inversa es cierta a partir de las
Definiciones 1.3y 2.2.

Observacion 2.1. El orden admisible < sobre TFN propuesta no satisface la propiedad
anterior, ya que (1,2,3) < (1,2,4),y(1,2,4) — (1,2,3) = (-2,0,3) < 0.

Proposicion 2.6. Sea A y B en T(R). Si y son OT-positivas, entonces A + B es también
OT-positiva.



Proposicion 2.7. Sea A, By C en T(R). Si A <,y B entonces A + C <, B + C.

Prueba. Sea A = (a4, bq,¢1), B = (ay, by,c)y C = (as, bs, c3) son tres TEN’s. Si
A <,r B se tiene los siguientes casos:

1)b, < b, 0
Z)blzbzyC1<C20
)by =by,c1=cYa < a.

Para el primer caso, tenemos: Si b; < b, entonces b; + b; < b, + b3. Por lo tanto
A+ C <or B+ C. Los otros casos son analogos. De esta manera se demuestra la
Proposicion.

Corolario 24. Si A, B, C y D son TEN’s. Si A<or B y C <,r D entonces
A+C <or B+D.

La Proposicion 2.7 revela que <, es compatible con la adicion, tal como se define en
[9]. Del mismo modo, en la siguiente proposicién, demostraremos que <, también es
compatible con la multiplicacion.

Proposicion 2.8. Sea Ay B dos TFNy # € R.
1) Si A <or By =7 0 entonces 74 <,r 7B,
2) Si A <or BYF <,r 0 entonces #4 >,r 7B.
Prueba. Inmediata.

La notacion Max..{A, B}y Min.  {A, B} se usara para denotar el maximo y el minimo
de Ay B, respectivamente, en relacion con el orden lineal <,r.

3. ONI-ESPACIO VECTORIAL

Las hiperestructuras asociadas a los espacios vectoriales, que se presentan en [18], han
sido ampliamente estudiadas y se les ha dado varios nombres en otros trabajos. A
continuacidn, definimos una nueva hiperestructura para espacios vectoriales".

Definicion 3.1. Un espacio vectorial sin inversos V, escrito de manera corto como NI-
espacio vectorial, sobre un cuerpo S de cero caracteristico es un conjunto de elementos,
Ilamados vectores con dos leyes de combinacion, Ilamadas suma (o suma) de vectores y
multiplicacidn escalar, que satisfacen las siguientes condiciones:

1) A cada par de vectores a,  en V hay asociado un vector en V llamada adicion
vectorial, que denotamos por a + ;

2) La adicion es asociativa, i.e. (¢ +B)+y=a+ (B +y) paratodos a, By y en
V;

3) Existe un vector, que denotamos por 0y, tal que 0y, + @ = a + 0y = a para todos
A=

4) Laadicion es conmutativa, i.e.a+ f = + aparatodosa y f enV;

5) Para cada s € S y cada vector « € V se asocia a un vector Gnico llamado
multiplicacion escalar s - @ que se denota por sa;

7



6) La multiplicacion escalar es asociativa, i.e. (sr)a = s(ra) paratodos a € V y s,
res;

7) La multiplicacion escalar es distributiva con respecto al vector adicion, i.e. s(a +
B) =sa+ sf paratodoss € Sya, B EV;

8) Para todos a € V se cumple O,a = 0, € V donde 0, denota el elemento de
identidad aditivo de S;

9) Paratodos 1,a = a donde 15 denota el elemento de identidad multiplicativa de S.

Se denota NI-espacio vectorial por (V, +, -, 0y).

Ejemplo 3.1. Los cuatros NI-espacio vectoriales triviales sobre el campo de los nimeros
reales

son:

1) Paratodos los enteros n > 1, el espacio vectorial R™ es un NI-espacio vectorial.

2) Paratodos los enteros n > 1, el espacio vectorial C"* es un Nl-espacio vectorial.

3) Cada espacio semivectorial en [26] es un NIl-espacio vectorial cuando el
semicampo es un campo.

4) Cada espacio cuasilineal es un Nl-espacio vectorial.

Definicion 3.2. Sea S un campo ordenado con respecto a un orden <g. Un NI-espacio
vectorial V sobre S se dice que es un orden NI-espacio vectorial, en forma corta se escribe
ONI-espacio vectorial, si existe una relacion de orden < en V7, de manera que se cumplan
las siguientes condiciones:

1) Sia, BEVya = B, entonces a +y 3 B + y para cualquiery € V;
2) Sia, BEVYa =, entonces sa < sp para cualquier s € S
Denotamos un ONI-espacio vectorial por (V, +, -, 0y, 3).

4. ESPACIO TRIANGULAR FUZZY

Un n-tuple de nameros triangulares fuzzy (A;, A,, As, .., Ay)paraunenteron > 1
se denomina n-dimensional punto o un n-dimensional vector. En este caso, el TFN’s A4;,
A,, A, ..., A, se llaman de coordenadas o componentes del vector. La coleccion de
todos los n-dimensional vectores se denomina espacio vectorial de n-tuples, o
simplemente n-space. Denotamos este espacio por T(R)™. En este trabajo normalmente
denotaremos los vectores por A, B, C,..y los componentes por las letras
correspondientes A, B, C, ... con un subindice en {1,...,n}. Por lo tanto, escribimos

a; ... Qu
A=(4,,4,, ... ,A,) = <b1 bn>
€1 .. Cpn

Para convertir T (R)™, en un sistema algebraico, introducimos dos operaciones vectoriales
Ilamadas suma y multiplicacion por escalares. La palabra escalar se usa aqui como
sinénimo de namero fuzzy crisp.

Definicién 4.1. Dos vectores A y B en T(R)". Lasuma 4 + B se define como el vector
que se obtiene mediante la adicion de los componentes correspondientes:

A+ B = (A, + By, ..., Ap + By).

Si 7 e R, definimos # 40 A7 vector obtenido al multiplicar cada componente de
A por T



FA = (FAy, Ay, o ... TAy).

A partir de esta definicion es facil verificar las siguientes propiedades de estas
operaciones.

Teorema 4.1.
El (T(R)™, +,.,0) esun Nl-espacio vectorial en el campo (R, +, .).

Prueba. Soélo probaremos la ley distributiva porque las otras son inmediatas. Sea A y B

dos T(R)"y # € R. Para la distributividad del producto escalar con respecto a la adicion
de vectores, obtenemos:

r(A+ B) = (#(A1 + B),7(Ay+ By), .., F(Ay + Bp))
= (7A; + 7By, .....,T7A, + 7By) por Observacion 1.2
= #(Ay, ..., Ap) + F(By, ..., By)
=FA + 7B.
Concluyendo nuestra prueba.

Observacion 4.1. El algebra (T(R)™, +, .,6) no constituye un espacio vectorial sobre el
cuerpo de los numeros reales. Especificamente, la propiedad habitual de los espacios
vectoriales, donde la multiplicacion escalar distribuye con respecto a la suma escalar,

generalmente no se cumple en este contexto; en otras palabras, (7 + F)A # 74+
4 paraalgunos 7 € Ry 4 € T(R)™.

Ejemplo 4.1. Considere 4 = (a,b,¢) € T(R)" conn = 1.
(3+(-1))4 = (2a,2b,20).
Por otro lado
(§ + (—i))/f =3(a,b,c) + (-1)(a b,c)
= (3a,3b,3c) + (—c,—b,—a)
= (3a—c,2b,3c —a)
Por lo tanto, (§ + (—i))/f # 34+ (-1)4.
Proposicion 4.1. Sea A€ T(R)"y#,5 € R.Si#,f >,y 007, <,y 0 entonces
(7 +F)A=F4 + A.
Prueba. Primero para el caso # , £ >, 0 obtenemos
7 +DA =(F +D Ay, ...(F +E)An)
=(fA, +tA; ..., 7A, +tA,) por Observacién 1.2
=FA +iA .

Caso cuando 7, <,r 0 es analogo al caso anterior.



Para abreviar, escribimos T(R)" en lugar de (T(R)",+, -, 0) y R en lugar de (R,+, -), i.e.,
T(R)" es un Nl-espacio vectorial en el campo R .

Corolario 4.1. De acuerdo con la definicion de T(R)" también se puede considerar un
espacio cuasilineal.

Observacion 4.2. El vector con todos los componentes 0 se denomina vector cero y se
denota por 0 . Tiene la propiedad de que 4 + 0 = A para cada vector A4; en otras palabras,
0 es un elemento de identidad para la suma de vectores. El vector (—i)/f también se
denota por — 4 y se llama el opuesto de 4 y se tiene que la ecuacion A+ (— 4) = 0 no es
siempre verdadera. Para ello, basta con considerar A€ T(R)" que A4 = (Ar—Ay, ...,
An—A:) del Corolario 2.3 se tiene A—Ai >, 0 cuando Ai no es crisp. Tenga en cuenta
también que 4 0=0 y que 4 1= 4 para todos 4 € T(R)". Por lo tanto, T(R)", dotado de
la suma y el producto escalar de Definicion 4.1, no es un espacio vectorial en el campo
de numeros fuzzy crisp.

Con la idea de orden de producto definimos un orden parcial en T(R)" como sigue:

Definicion. 4.2. Sea A= (Ay, ..., An) Y B= (B4, ..., By) en T(R)" . Definimos la relacion
<orn por

IfA1 <or B1
/_1) SOT“ E A d 4
l :
kAn SOT Bn
Proposicion 4.2. El (T(R)" , <,r= ) es un ONI-espacio vectorial en el campo R.

Prueba. Por proposiciéon 4.1 ( T(R)" , +, ., 6) En un Nl-espacio vectorial en el campo
(R,+, ). Sea A= (Ay, ..., A) y B= (B, ..., Bn) en T(R)" . Para la primera condicion, siA
<orn B entonces A <orB1, ..., An <orBn por la Proposicion 2.7 para cualquier Cy, ...,
Cn en T(R) obtenemos Ay

+ C1<orB1+ Cy, ..., An + Cn <y Bn + Co. Asi que, A+C <,p B+C donde C= (Cy, ...,
Cn) € T(R)". Para la segunda condicién la prueba es analoga a la anterior.

Para abreviar, escribimos T(R)" en lugar de ( T(R)" , <,rn) cuando no hay confusion
con el orden <,;n y se dira que T(R)" es una ONI-espacio vectorial en el campo R.

Proposicién 4.3. Sea A,B € T(R)" y 7,5 € R. Las siguientes afirmaciones son
verdaderas:

1)A—4 25 0

2)SiA=>pm 0 yB=pm 0 entonces A +B =y 0
3)Si A>ym 0y 7=,m 0 entonces 74 >y 0
4)Si A <yprn By 7 <opn 0 entonces 74 >ypn 7 B
5)SiAd>pm 0y 7 <y §entonces 74 <prn 54

6) A<y B siysolosiB—A4=ym 0
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Prueba. Inmediata de la Observacion 4.2 y la Proposicion 2.5.

Observacion 4.3. Sea A= (-1, 0, 1) € T(R)" con n = 1. Obsérvese que A >, 0y
—A4 = 0 pero 4 # 0.

Definicion 4.3. En un ONI-espacio vectorial T(IR&)n un elemento 4 se dice que es OT" -
positiva si A >orn 0 ;sellama OT" -negativa si A <orn A.

Observacion 4.4. La Propiedad 6 de la Proposicién 4.3 depende del orden lineal que se
considere, porque si se considera el orden < de la Observacion 2.1 y al definir una
<™ analogamente a <,;n» el ONIl-espacio vectorial (T(R)" , <™ ) no satisface la
Propiedad 6 de la Proposicion 4.3.

5. FUNCIONES DE PROMEDIOS EN TFEN
En esta seccion consideraremos el ONI-espacio vectorial (T(R)", <, ) en el campo
ordenado (R , <,7), .i.e. T(R)" es un ONI-espacio vectorial en el campo ordenado R.

Definicion 5.1. Una funcion E : T(R)"— T(R) es OT-creciente si E(A) <or E(B) cuando
A <, B . Podemos definir de manera analoga la funcién OT-decreciente.

Sea la funcion E : T(R)"— T(R). Nosotros decimos que E es una funcion promedio
(escrita de manera corta OT-FTA) si es OT-creciente y, para cada Ag, ..., An € T(R),

Min{A;; k = 1, ...,n} <or E(A) <or Max{A;;k = 1, ...,n}
sor

sor

Definicion 5.2. Una funcion E : T(R)" — T(RR) es idempotente si E(A, ..., A) = A para
cada A en T(R).

Proposicion 5.1. Sea E : T(R)"— T(R). Si E es OT-creciente entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) E es idempotente;
(ii) Eesun OT-FTA.
Prueba. (i) = (ii) Tomando cada Az, .., As en T(R). Denotamos por A4; =

Min{A,; k , N}y Aj = Max{Ay; k = 1, ...,n}. Por monotonicidad Ai = E(Ai, ...,
sor sor
A) <or E(/T) <orE(A; , .., A) = A por lo tanto Mm{Ak, k=

sor

1, ..,n} SOT E(Zj) SOT MaX{Ak,' k= 1, ...,n}
Sor

(ii) = (i) Es inmediata.

Definicion 5.3. Sea A1, ..., Anen T(R) y, para cada i = 1, ..., n, A el i-esimo mayor
triangular nimero fuzzy w.r.t.<,r.

(i) Media aritmética: M, (A4, ... ,4,) = Q1 4; )( )

(if) Media aritmética ponderada: M, (A4, ... ,A,) = Xi=, @A; donde w = (aj, ..., a,)
es un vector de pesos, i.e. @ >,y 0 para tOdOSL =1,.,ny Yr,a=1
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m (A(k) + A(k+1)) if n= 2k espar

donde m =
Ay if n=2k—1 esimpar m

(iii) Mediana: Med (4,4, ... ,A,) = {

1
2

(iv) Funciones de promedio ponderadas ordenadas: OWA,, (44, ... ,Ap) = X1 @, Ay

donde w = (ay, ...., '@,) €sun vector de pesos.
Lema5.1. Siw = (a,..., @,)unvector de pesosy A € TFN, entonces },;-; a@; A =
A

Prueba. Sea 4 = (a, b, ¢). Entonces,
Z?:l C’TL A = Z?:l dvt (a' bl C) = (Z?:l aia ) Z?:l aib ) Z?:l aiC) = (a'l b; C)

Teorema 5.1. Seaw = (ay, ..., @, ) €s un vector de pesos. La funcion OWA,,: T(R)" —
T(R) esun OT-FTA.

Prueba. Claramente A,y = Ming . {As, .., An} Y Ap= Max<, {As, . ., An}. Dado que,
por la Proposicion 2.8 @, An <or @Al <or ;A paracadai=1,..,n, entonces, por
la Proposicion 2.7 y Lema 5.1 Amy =
Yi=1@ Amy <ot Li=1@ Awy <or Li=1a@ Ax) = A -Por lo tanto

Min{4;, ... ,Ay} <or OWA, (A)<,r Max{A;, .. ,A,} .
sor sor

Por otro lado, si A <orn B entonces Ay <or By paracadai=1,..,n yporla
Proposicion 2.8, @A) <or @,B). Por lo tanto, por la Proposicion 2. 7,
Yiz1 @ Ay <or Xi=1 @, By ie.

OW A, (A)<or OWA,,(B) . Por lo tanto, obtenemos OWA,, es un OT-FTA.
Corolario 5.1. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:
1) Las funciones M,: T(R)" - T(R) y Med: T(R)" - T(R) son OT-FTA.

2) Las funciones M, , Med y OWA,, son idempotentes.
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IV. DISCUSION

En el presente trabajo se ha construido un espacio cuasi vectorial ordenado utilizando una
cierta clase de numeros fuzzy llamados nameros triangulares fuzzy y un orden admisible
esto hace que los elementos de esta estructura posean ciertas propiedades geométricas
basicas. Seria interesante poder estudiar otros problemas que presenten mayor
complejidad en cuanto a esta linea de trabajo.
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V. CONCLUSIONES

Establecimos nuevos resultados sobre la existencia de estructuras de cuasi espacios
vectoriales ordenados basados en una clase particular de nimeros fuzzy y ordenes
admisibles, obteniendo ciertas propiedades para los elementos de estos espacios con
ciertas propiedades de tipo geométrica basicas.
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VI. RECOMENDACIONES
Estudiar y proponer conceptos de métrica en estos espacios cuasi vectoriales ordenados

basados en los ordenes admisibles para abordar problemas topol6gicos y geométricos de
mayor complejidad.
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